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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы и степень разработки. Понятия бесселевых и 

гильбертовых систем относительно пары биортогональных систем и базиса 

Рисса в пространстве 2L    были введены в 1951 году Н.К.Бари [5]. Об этих и 

других сведениях касающихся этих понятий можно ознакомиться в 

монографиях S.Kaczmarz, H.Steinhaus [41], И.Гохберга и М.Крейна [22], 

R.Young [220]. В последующем интерес к этому направлению возрос как с 

теоретической, так и с практической точки зрения. Для бесселевой 

последовательности  kf  для любого   2lck   безусловно сходится ряд  


=1k

kk fc .  

Известны теорема Меньшова-Радемахера и теорема Пэли-Зигмунда о 

сходимости почти всюду в пространстве 2L  ряда по бесселевым системам. 

Одним из критериев бесселевости системы  kf  в пространстве )(2 EL  является 

теорема Шура, где E  - измеримое множество. Аналоги теоремы Меньшова-

Радемахера, теоремы Пэли-Зигмунда и теоремы Шура были получены в работе 

С.Я.Новикова [61].  В дальнейшем понятия бесселевых систем, гильбертовых 

систем и базиса Рисса были обобщены в различных направлениях на банаховы 

пространства в работах Б.Е.Вейца [17], З.А.Чантурия [104], I.Singer [212], 

Б.Т.Билалова [8] и П.А.Терехина [69]. Несчетные обобщения бесселевых, 

гильбертовых систем и базисов Рисса в банаховых пространствах не 

рассматривалась. Этот вопрос изучается в работе автора [166], в которой 

введены несчетные обобщения этих понятий, доказаны их критерии и 

приведены примеры. В банаховых пространствах  относительно банахово 

пространства K  числовых последовательностей, с каноническим базисом, в 

работе Б.Т.Билалова и З.Г.Гусейнова [14] для минимальной системы введены 

понятия, обобщающие соответствующие классические понятия и получены все 

соответствующие результаты Н.К.Бари, а в работе П.А.Терехина [69] 

рассматривается бесселевость произвольной системы, обобщены критерий 

бесселевости Н.К.Бари и теорема Шура. Гильбертовость произвольных систем 
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и их связи с бесселевыми системами не были изучены.  Этот вопрос изучается в 

первой главе диссертационной работы. 

Теория рядов Фурье является одним из основных направлений 

гармонического анализа. Многие задачи спектральной теории 

дифференциальных операторов, а также смешанные задачи теории уравнений в 

частных производных, механики, математической физики, теории упругости и 

других областей математики решаются применением метода Фурье. Этому 

направлению посвящены работы многих, авторов (см. например, A.Ashyralyev, 

D.Arjmand [84], A.Ashyralyev, K.Belakroum, A.Guezane-Lakoud [85], M.Kudu, 

I.Amirali [188], J.Nagumo, S.Arimoto, S.Yoshizawa [196], M.Jamaguti [178], 

J.M.Greenberg [143], P.L.Davis [119], А.И.Кожанов [48], О.А.Ладыженская [51], 

Р.С.Жамалов [25], К.И. Худавердиев [74], К.И.Худавердиев, А.А.Велиев [75] и 

др.). Для обоснования метода Фурье требуется изучение базисных свойств 

системы собственных и присоединенных функций соответствующего 

дифференциального оператора в рассматриваемом пространстве. Поэтому 

вопрос изучения базисности систем в различных банаховых пространствах 

представляет самостоятельный научный интерес.  Теории базисов посвящены 

монографии известных математиков, например, I.Singer [212], С.Качмажа и 

Г.Штейнгауса [41], Ch.Heil [149], R.Young [220], O.Christensen [109], 

Б.Т.Билалова [8] и др. Один из важных направлений теории базисов является 

близкие базисы. В работе Б.Е.Вейца [17] введено понятие p -базиса в 

банаховых пространствах и получены результаты об изоморфной p -базисности 

Бесселя. В пространстве ),(2 −L  известна теорема Пэли-Винера о базисности 

возмущенной системы экспонент  
Zn

ti ne 

 , при условии 
2

1
sup


 − nn

n

.
 

Окончательный результат в этом направлении принадлежит М.Кадецу и он 

известен как теорема 
4

1
-Кадеца. Аналоги теоремы 

4

1
-Кадеца на языке 

мультипликаторов в пространстве ),( −pL  и для  систем синусов и косинусов  

в ),0(2 L  были получены Б.Т.Билаловым [8, 10]. Подобные результаты были 
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изучены в работах X.He, H.Volkmer [148], M.Horvath [153], Y.I.Lyubarskii, 

S.Kristian [190], R.M.Young [220] и др. Следует отметить, что в банаховых 

пространствах относительно изоморфных базисов известны теорема Пэли-

Винера, Крейна-Рутмана-Мильмана, теорема Birkhof-Rota. Аналогичные 

результаты могут использоваться и для получения разложений по тем или 

иным системам с векторнозначными коэффициентами, возникающие при 

решении дифференциальных уравнений, методом Фурье, задач в тензорных 

произведениях пространств и др.. Поэтому, исходя из факта, что произведение 

скаляра на вектор линейного пространства является билинейным 

отображением, представляет интерес изучения устойчивости базисов, 

ассоциированных билинейными отображениями. В диссертационной работе 

основные теоремы близких базисов обобщены на случай b -базисов.  

Понятие фрейма было введено в 1952 году R.J.Duffin и A.C.Schaeffer 

[124] при изучении негармонических рядов Фурье относительно возмущенной 

системы экспонент. В этой основополагающей работе устанавливаются 

некоторые свойства фреймов из возмущенной системы экспонент  ti ne
 , 

],[ −t . Там же дается общее определение абстрактного фрейма в 

сепарабельных гильбертовых пространствах и получены в этом случае 

некоторые фреймовые свойства возмущенной системы экспонент. Бурное 

развитие теории фреймов началась во второй половине 80-х годов после 

основополагающих работ И.Добеши [117], И.Добеши, А.Гросмана, И.Мейера 

[118], С.Малата [191] и др.  с возникновением и развитием теории вейвлет. В 

последующем, в связи с важными приложениями, интерес к этому направлению 

сильно возрос и этой теории были посвящены многочисленные работы авторов 

Н.М.Астафьева [2], И.М.Дремин, О.В.Иванов, В.А.Нечитайло [123], К.Чуи 

[112] и др. Фреймы находят важные приложения в сигнальных процессах, 

сжатии и обработки информации, характеризации функциональных 

пространств и в других областях математики. Более подробно этими 

сведениями можно познакомиться из монографий Е.Ковачевич, А.Чебира [185], 

И.Добеши [117], М.Фрейзер [72], К.Чуи [112], O.Christensen [109], R.Young 
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[220], Ch.Heil [149] и обзорных статьей I.Daubechies, A.Grossman, Y.Meyer 

[118], P.G.Casazza, D.Han, D.Larson [107], K.Gröchenig [144], O.Christensen, 

Ch.Heil [110], O.Christensen, D.Stoeva [111], B.T.Bilalov, F.A.Guliyeva [92] и др. 

Наиболее близкие в некотором смысле к ортонормированным базисам 

являются жесткие фреймы. Жесткие фреймы изучались в работах В.Я.Козлова 

[47], P.G.Casazza, O.Christensen [105], Б.С.Кашина, Т.Ю.Куликова [42], 

C.Я.Новикова [61]. Одним из важных направлений теории фреймов является 

обобщение фреймов в гильбертовых и банаховых пространствах. Рассматривая 

подпространства гильбертового пространства для системы линейных 

ограниченных операторов, действующих из гильбертового пространства на 

подпространства W.Sun [215] было введено понятие g -фрейма и на этот случай 

перенесены многие свойства обычных фреймов. В работе Б.Т.Билалова, 

Ф.А.Гулиева [93] введено понятие t -фрейма в тензорных произведениях 

гильбертовых пространств. Другим обобщением фреймов являются 

непрерывные фреймы в гильбертовых пространствах введенные и изученные в 

работе S.T.Ali, J.P.Antoine, J.P.Gazeau [80]. В этом направлении известны 

работы A.Rahimi, B.Daraby, Z.Darvishi [203], A.Rahimi, A.Najati, Y.N.Dehghan 

[204]. На случай банаховых пространств фреймы были обобщены в различных 

направлениях. Фреймы в банаховых пространствах впервые были изучены 

K.Gröchenig [144] в 1991 году. В этой работе введены и изучены понятия 

банахова фрейма и атомарного разложения в банаховых пространствах. 

Фреймы в банаховых пространствах относительно пространства K  числовых 

последовательностей, в котором система канонических ортов образует базис, 

изучался в работах Б.Т.Билалова [8] и П.А.Терехина [70]. В работе P.Casazza, 

D.Han, D.Larson [107] фреймы в банаховых пространствах определяются как 

проекции безусловных базисов объемляющего банахова пространства.  

A.Aldrobi, Q.Sun, W.Tag [79] в лебеговых пространствах pL
 
введены и изучены 

понятия p -фрейма и атомарного разложения относительно shirt invariant 

подпространств pL . p -фреймы в банаховых пространствах также изучались в 
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работе O.Christensen, D.T.Stoeva [111]. В [111] введено понятие q -Рисс базиса, 

обобщающее понятие базиса Рисса и установлены их связи с p -фреймами. 

Распространение этой идеи на случай общих банаховых пространств числовых 

последовательностей изучалась P.G.Casazza, O.Christensen и D.T.Stoeva [106]. 

Важным направлением теории фреймов является изучение методов получения 

фреймов. Одним из таких методов является метод возмущения фреймов. В этом 

направлении известны результаты в контексте классической теоремы Пэли-

Винера. По поводу этих результатов можно посмотреть монографии R.Young 

[220], Ch.Heil [149], O.Christensen [109] и статьи R.Balan [86], O.Christensen и 

Ch.Heil [110], P.G.Casazza и O.Christensen [105]. Нетеровы возмущения фреймов 

и атомарных разложений в банаховых пространствах изучалась в работе 

Б.Т.Билалова, Ф.А.Гулиева [93]. Обобщения g -фреймов на банаховы 

пространства изучалась в работах M.R.Abdollahpour, M.H.Faroughi и A.Rahimi 

[77]. В работе [77] введено понятие pg -фрейма в банаховых пространствах, 

изучены их некоторые свойства и вопрос устойчивости. В третьей главе 

диссертационной работы введено понятие b -фреймов в гильбертовых и 

банаховых пространствах относительно банаховых пространств 

векторнозначных последовательностей и на этот случай перенесены многие 

свойства, а также результаты об устойчивости фреймов.  

Одним из важных направлений теории рядов Фурье является 

направление, связанное с коэффициентами Фурье. В этом контексте хорошо 

известны равенство Парсеваля и теорема Рисса-Фишера. Обобщением теоремы 

Рисса-Фишера в пространствах pL , 2p , является теорема Хаусдорфа-Юнга, 

доказанная В.Г.Юнгом и Ф.Хаусдорфом для классической системы экспонент. 

Аналогичный факт для общих ортогональных и равномерно ограниченных 

систем в пространствах pL , 2p , получен Ф.Риссом. Аналог теоремы 

Хаусдорфа-Юнга для преобразования Фурье изучалась в работах Е.Титчмарша 

[216], К.И.Бабенко [4], У.Бекнер [88]. По поводу соотношения между функцией 

и ее коэффициентов ряда Фурье также известна теорема Харди-Литтлвуда для 
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тригонометрических систем. Этот результат для ортогональных и равномерно 

ограниченных систем изучался в работе Пэли [200]. Более подробно об этих 

сведениях можно познакомится из монографий S.Kaczmarz, H.Steinhaus [41], 

А.Зигмунда [26], Г.Г.Харди, Дж.И.Литтлвуд, Г.Полиа [73], R.Young [220] и др. 

Теорема Харди-Литтлвуда-Пэли в Лоренцовых пространствах 
pqL

 
при 2=p  

изучалась С.В.Бочкаревым [16] и Е.Д.Нурсултановым [62], а при  2p  

изучалась И.Стейном [213]. Аналоги теорем Рисса и Харди-Литтлвуда-Пэли 

для рядов Фурье с векторнозначными коэффициентами изучались в работах 

J.Petre [201], O.Blasco, A.Pelczyski [102]. Представляет интерес изучение 

аналогичных вопросов в обычных и обобщённых Лебеговых пространствах со 

смешанной нормой. В четвертой главе диссертационной работы доказаны 

аналоги теорем Рисса и Пэли в Лебеговых пространствах со смешанной нормой 

и в Лебеговых пространствах с переменным показателем суммируемости, 

полученные результаты применены для классической системы экспонент, а 

также к установлению существования и единственности обобщенного решения 

смешанной задачи для одного класса дифференциального уравнения третьего 

порядка в пространстве qq

TppB

2
,

2
1

,,

+

, 2p , 1
11
=+

qp
. Полученные результаты являются 

p -обобщениями соответствующих результатов работы К.И.Худавердиева и 

А.А.Велиева [75] в пространстве 1,2

,2,2 TB . Среди работ, посвященных обычным и 

обобщённым Лебеговым пространствам со смешанной нормой, можно отметить 

работы H.P.Ho [151, 152] и Р.А.Бандалиева [87]. 

В последнее время в связи с приложениями в теории уравнений в частных 

производных, в теории аппроксимации, в гармоническом анализе и в других 

различных областях математики возрос интерес к изучению задач в 

нестандартных пространствах функций. К таким пространствам относятся 

пространство Лебега с переменным показателем суммируемости, пространство 

Компанато, пространство Морри, пространство гранд Лебега и др. Вопросы 

анализа в разной степени изучены в этих пространствах. Так, например, 
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вопросы аппроксимации по сравнению с пространствами Морри и гранд 

Лебега, хорошо изучены в пространствах Лебега с переменным показателем 

суммируемости. Отметим, что Лебеговы пространства )(pL  с переменным 

показателем суммируемости возникали при  изучении задач теории упругости, 

динамики жидкостей, вариационного исчисления и др. Большой вклад в 

развитии этой теории внесли W.Orlicz [199], J.Musielak и W.Orlicz [195], 

И.И.Шарапудинов [210], A.Fiorenza и M.Krbec [133], D.Edmunds и J.I.R´akosnik 

[126], L.Diening   и S.Samko [122] и др.  Топология пространства )(pL  изучалась в 

работе И.И.Шарапудинова [211].  Работы S.Samko [207] и L.Diening [120] 

послужили развитию изучений гармонического анализа и теории потенциала в 

пространствах )(pL . Следует отметить, что в работе S.Samko [207] изучалась 

ограниченность потенциала Рисса, а в работе L.Diening [120] ограниченность 

максимального оператора Харди-Литтлвуда. Ограниченность сингулярного 

оператора и преобразования Гильберта в пространствах )(pL  изучалась в работе 

V.M.Kokilashvili, A.Meskhi, H.Rafeiro и S.Samko [183]. Более подробно о 

свойствах и приложениях пространств )(pL  можно ознакомиться из монографий 

D.V.Cruz-Uribe,  A.Fiorenza [114], L.Diening, P.Harjulehto, P.Hӓstӧ, M.Rûzička 

[121], X.L.Fan, D.Zhao [128] и из обзорных статей D.E.Edmunds, A.Meskhi [125], 

F.Xianling, Z.Dun [219], B.T.Bilalov, Z.G.Guseynov [89, 94] и т.д. Вопросы 

гармонического анализа и аппроксимации в пространствах Морри  изучались в 

работах авторов D.R.Adams [78], V.M.Kokilashvili, A.Meskhi, H.Rafeiro, S.Samko 

[183], N.Samko [206], Б.Т.Билалова [12], B.T.Bilalov, T.B.Gasymov, A.A. 

Guliyeva [90], C.B.Morrey [194], D.Israfilov,  N.P.Tozman [174, 175]. Касающиеся 

вопросы в пространствах гранд Лебега изучались в работах A.Fiorenza [131], 

A.Fiorenza, G.E.Karadzhov [132], B.Gupta, A.Fiorenza и P.Jain [145], T.Iwaniec и 

C.P.Sbordone [176] и др. Пространства гранд Лебега были введены T.Iwaniec и 

C.Sbordone [177] в 1992 году в связи с изучением свойства интегрируемости 

определителя якобиана в открытом ограниченном множестве. В работах автора 

[167, 222] изучается базисность классической системы экспонент и 

тригонометрических систем синусов и косинусов в подпространствах 



12 

 

пространств гранд Лебега, и в подпространствах весовых пространств гранд 

Лебега, порожденных оператором сдвига. 

Одним из важных вопросов спектральной теории дифференциальных 

операторов является изучение спектральных задач со спектральным 

параметром в граничных условиях. Основополагающими результатами в этом 

направлении являются работы авторов Л.Релей, Ж.Д.Тамаркин, Р.Е.Лангер, 

Л.Коллатц и др.  Задачи Штурма-Лиувилля со спектральным параметром в 

граничных условиях рассматривались в работах J.Walter [217], A.Schneider 

[208], C.T.Fulton [137], D.B.Hinton [150]. Общая теория краевых задач для 

обыкновенных дифференциальных уравнений n -го порядка, когда 

спектральный параметр входит в краевые условия полиномиально была 

построена в работе А.А.Шкаликова [76]. В работах Е.И.Моисеева и 

Н.Ю.Капустина [37-39] для задачи Штурма-Лиувилля со спектральным 

параметром входящее в граничные условия линейно, рассматривались вопросы 

базисности систем из собственных функций в лебеговых пространствах. 

Различные обобщения в этом направлении изучались в работах Н.Б.Керимова и 

З.С.Алиева [44], Н.Б.Керимова и В.С.Мирзоева [45] и др. В абстрактном виде 

вопрос дефектной базисности рассматривался в работе Б.Т.Билалова и 

Т.Р.Мурадова [97]. В работе Т.Б.Касумова [40] в абстрактной постановке 

найден критерий относительно дефектной базисности систем в банаховых 

пространствах.   

Наряду с этим следует отметить, что разрывные спектральные задачи со 

спектральным параметром в граничных условиях с точки зрения приложений 

тоже имеют отдельный научный интерес. По поводу касающихся вопросов 

можно рассмотреть, например, монографии Ф.Б.Аткинсона [3], Л.Коллатца [49] 

и М.А.Расулова [66]. Спектральная задача,  ассоциированная с задачей 

колебания нагруженной струны в лебеговых пространствах pL  изучалась в  

работах Т.Б.Касумова и Ш.Дж.Маммедова [141], Т.Б.Касумова и А.А.Гусейнли 

[140], Б.Т.Билалова, Т.Б.Касумова и Г.В.Магеррамова [91], а в весовых 

лебеговых пространствах со степенным весом в работе Т.Б.Касумова, 



13 

 

А.М.Ахтямова и Н.Р.Ахмедзаде [139].  В пятой главе диссертационной работы 

эта же задача рассматривается в пространствах гранд Лебега и в весовых 

пространствах гранд Лебега с общим весом. Следует отметить, что вопросы 

базисности систем из собственных функций даже в весовых пространствах 

Лебега с общим весом, по видимому не  изучены. Спектральные свойства 

разрывного дифференциального оператора также изучалась в работах 

В.М.Курбанова и Э.Дж.Ибадова [46], A.M.Gomilko и V.N.Pivovarchik [142]. 

Отметим, что спектральные свойства для пучков несамосопряженных 

дифференциальных операторов изучались в работах  Я.Д.Тамаркина [68],  

М.Б.Келдыша [43],  Дж.Э.Аллахвердиева и А.М.Ахмедова [1], М.Б.Гасымова 

[20], А.С.Маркуса [55], М.Г.Крейна и Г.К.Лангер [50], М.Б.Оразова и 

А.А.Шкаликова [64], С.С.Мирзоева [57] и др.  

Одним из методов изучения базисных свойств возмущенных 

тригонометрических систем является метод краевых задач Римана. Отметим, 

что критерий базисности системы  tsignnnie )( +  в случае R  получен в работе 

А.М.Седлетцкого [67],  а для тригонометрических систем синусов и косинусов 

с тем же возмущением в работе Е.И.Моисеева [58, 59]. Случай C  был 

рассмотрен Г.Г.Девдариани [24]. Базисные свойства классической системы 

экспонент с вырождающимися коэффициентами изучались в работах 

К.И.Бабенко [4], В.Ф.Гапошкина [19], А.Н.Барменкова [6], А.Н.Барменкова и 

Ю.А.Казьмина [7], Ю.И.Любарского [52], Ю.И.Любарского и В.А.Ткаченко 

[53], Б.Т.Билалова [9-13] и др. Во многих из этих работ вопрос полноты и 

минимальности систем сводится к разрешимости в классах Харди различных 

краевых задач Римана на границе соответствующей области. Более подробно 

относительно теории краевых задач и методах их решений можно ознакомиться 

в монографиях, например, Ф.Д.Гахова [21], Н.И.Мусхелишвили [60], 

А.В.Бицадзе [15]. Теория задач Римана в pL -постановках разработана в 

монографии И.И.Данилюка [23]. Следует отметить, что идея использования 

краевых задач Римана при изучении аппроксимативных свойств возмущённых 
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тригонометрических систем принадлежит А.В.Бицадзе [15]. Этот метод был 

успешно применен С.М.Пономаревым [65] и Е.И.Моисеевым [58, 59] при 

установлении базисных свойств тригонометрических систем с линейной фазой 

в лебеговых пространствах функций. Дальнейшее развитие этого метода при 

изучении базисных свойств специальных систем функций принадлежит 

Б.Т.Билалову [9-13]. Отметим, что краевая задача в пространствах Лебега с 

переменным показателем суммируемости была изучена в работе B.T.Bilalov, 

Z.G.Guseynov [89], а в пространствах Морри в работе Б.Т.Билалова [12].  В 

работе V.M.Kokilashvili, A.Meskhi, V.Paatashvili [182] краевая задача была 

изучена в подпространстве пространства гранд Лебега функций представимых 

по формуле Коши. Базисность возмущенной системы экспонент в 

пространствах гранд Лебега и краевая задача в пространствах гранд Харди в 

общей постановке не рассматривалась. Изучение базисности возмущенной 

системы экспонент в пространствах гранд Лебега методом краевых задач 

требует определения классов гранд Харди и разрешимости в них краевых задач 

Римана. Последняя глава диссертационной работы посвящена изучению этих 

вопросов.  

Таким образом, объектами изучения в диссертационной работе являются: 

несчетные бесселевы и гильбертовы системы в несепарабельных банаховых 

пространствах,  бесселевы, гильбертовы системы, базисы Рисса и фреймы в 

гильбертовых и банаховых пространствах, ассоциированные билинейными 

отображениями относительно банахова пространства последовательностей 

векторов, аналоги и обобщения теорем Рисса и Пэли для векторнозначных 

коэффициентов рядов Фурье по ортогональной и равномерно ограниченной 

системе функций в пространствах Лебега со смешанной нормой и в 

пространствах Лебега с переменным показателем суммируемости, базисность 

классических системы экспонент и тригонометрических систем синусов и 

косинусов в подпространствах )pG  гранд Лебега, порожденные оператором 

сдвига, аналоги теорем Коровкина и их статистические варианты в 
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пространствах 
)pG , базисность системы собственных функций одной разрывной 

спектральной задачи для дифференциального уравнения второго порядка в 
)pG  

и в их весовых вариантах с весом общего вида, классы гранд Харди и  аналоги 

касающихся известных фактов и вопросы разрешимости задач  Римана в 

классах гранд Харди и вопрос базисности возмущенной системы экспонент в 

)pG .  

По вышеизложенным соображениям считаем, что тема диссертационной 

работы является актуальной и представляет особый научный интерес.  

Цель и задачи исследования. Основной целью и задачей диссертационной 

работы является  получение различных аналогов и обобщений на различные 

банаховы пространства известных понятий как бесселевы, гильбертовы 

системы, базисы Рисса и фреймы, получение аналогов теорем Рисса и Пэли в 

пространствах Лебега со смешанной нормой и в пространствах Лебега с 

переменным показателем суммируемости, изучение базисности классических 

системы экспонент и тригонометрических систем синусов и косинусов в 

подпространствах )pG  гранд Лебега, порожденные оператором сдвига, 

получение аналогов теорем Коровкина и их статистических вариантов в 

пространствах )pG , изучение базисности системы из собственных функций 

одной разрывной спектральной задачи для дифференциального уравнения 

второго порядка в )pG  и в их весовых вариантах с весом общего вида, 

определение классов гранд Харди, установление аналогов некоторых 

классических фактов и изучение вопросов разрешимости краевых задач  

Римана в классах гранд Харди, а также  изучение базисных свойств 

возмущенной системы экспонент в пространствах гранд Лебега. 

Методы исследования. В диссертации были использованы методы теории 

функционального анализа, теории фреймов, теории базисов, теории рядов 

Фурье, теории функций, теории гармонического и комплексного анализов, 

теории дифференциальных уравнений в частных производных, теории краевых 

задач для аналитических функций. 



16 

 

Основные положения, выносимые на защиту. На защиту выносятся 

следующие основные положения: 

1. xарактеризация бесселевых, гильбертовых систем, базисов Рисса и фреймов в 

гильбертовых и банаховых пространствах, ассоциированных билинейными 

отображениями.  

2. несчетные обобщения бесселевых и гильбертовых систем в несепарабельных 

банаховых пространствах; 

3. возмущения и устойчивости базисов и фреймов, ассоциированных 

билинейными отображениями;  

4. получение аналогов и обобщений теорем Рисса и Пэли в пространствах 

Лебега со смешанной нормой и в пространствах Лебега с переменным 

показателем суммируемости; 

5. вопросы существования и единственности обобщенного решения смешанной 

задачи для одного класса дифференциальных уравнений третьего порядка в 

пространстве qq

TppB

2
,

2
1

,,

+

 ( pq,  - сопряженные числа),  2p ; 

6. вопросы базисности классических системы экспонент и тригонометрических 

систем синусов и косинусов в подпространствах )pG  гранд Лебега, 

порожденные оператором сдвига; 

7. вопросы базисности системы собственных функций одной разрывной 

спектральной задачи для дифференциального уравнения второго порядка в 

)pG  и в весовых вариантах с весом общего вида;  

8. получение аналогов теорем Коровкина и их статистических вариантов в )pG ; 

9. определение классов гранд Харди, получение аналогов теорем Рисса, 

Смирнова и изучение вопроса разрешимости краевых задач Римана в классах 

гранд Харди;  

10. установление базисных свойств возмущенной системы экспонент в 

пространствах гранд Лебега. 

Научная новизна исследования. В диссертации получены следующие 

основные результаты:  
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1. введены понятия b -бесселевых, b -гильбертовых последовательностей, b -

базисов Рисса и b -фреймов в гильбертовых и в банаховых пространствах 

относительно банаховых пространств последовательностей векторов, 

обобщающие классические понятия  и изучены их характеризации; 

2.  введены понятия несчетных бесселевых и гильбертовых систем в 

несепарабельных банаховых пространствах и доказаны аналоги классических 

результатов в этом случае, а также приведены соответствующие примеры;  

3. получены обобщения теорем возмущения и устойчивости базисов и фреймов 

относительно b -базисов и b -фреймов в гильбертовых и в банаховых 

пространствах; 

4. найдены аналоги теорем Рисса и Пэли в пространствах Лебега со смешанной 

нормой и в пространствах Лебега с переменным показателем суммируемости, 

с помощью которых установлено существование и единственность 

обобщенного решения смешанной задачи для одного класса 

дифференциальных уравнений третьего порядка в пространстве qq

TppB

2
,

2
1

,,

+

 ( pq,  - 

сопряженные числа),  2p , справедливость которых вообще говоря не 

следует из соответствующих результатов при 2=p  ; 

5. доказаны базисности классических системы экспонент и тригонометрических 

систем синусов и косинусов в подпространствах )pG  гранд Лебега, 

порожденные оператором сдвига; 

6. доказана базисность системы собственных функций дифференциального 

оператора одной разрывной спектральной задачи в прямой сумме 

пространств CG p ) , где С – комплексная плоскость;  

7.  доказана ограниченность сингулярного оператора в весовом пространстве 

),pG  в случае, когда весовая функция удовлетворяет условию Макенхоупта; 

8.  доказана базисность системы собственных функций одной разрывной 

спектральной задачи для дифференциального уравнения второго порядка в 

весовом пространстве ),pG  с весом общего вида;
 
 



18 

 

9. определены классы гранд Харди 
)pH , установлены аналоги теорем Рисса, 

Смирнова и изучены вопросы разрешимости краевых задач Римана в классах 

гранд Харди;  

10. полученные результаты применены к установлению базисности системы 

экспонент с линейной фазой в подпространствах гранд Лебега 
)pG . 

Теоретическая и практическая ценность исследования. Результаты 

диссертации носят теоретический характер. Они могут быть использованы в 

спектральной теории дифференциальных операторов, в теории уравнений в 

частных производных, в теории аппроксимации, в теории фреймов и близких 

базисов, в гармоническом анализе.     

Апробация и применение. Основные результаты диссертации 

докладывались на общеинститутском семинаре ИММ НАН Азербайджана (рук. 

член–корр. НАНА, проф. М.Дж.Марданов), на семинарах отделов ИММ НАН 

Азербайджана  «Негармонический анализ» (рук. чл.-корр. НАНА, проф. 

Б.Т.Билалов), «Дифференциальные уравнения» (рук. проф. А.Б.Алиев), на 

семинаре кафедры «Теория функций и функционального анализа» БГУ (рук. 

проф. А.М.Ахмедов),  на семинаре кафедры «Математический анализ» БГУ 

(рук. проф. С.С.Мирзоев), на Международной конференции, посвященной 85-

летию проф. Я.Дж.Мамедова (Баку, 2015 г.),  на 12-й Международной 

конференции по математике и механике, посвященной 80-летнему юбилею 

академика Ф.Г.Максудова (Баку, 2010 г.), на Международной конференции, 

посвященной 80-летнему юбилею академика  НАНА А.Д.Гаджиева (Баку, 2017 

г.), на Международной конференции «Функциональный анализ и его 

приложения», посвященной 100-летнему юбилею академика З.И.Халилова 

(Баку, 2011 г.), на Международной конференции «Теория функций и проблемы 

гармонического анализа», посвященной 100-летнему юбилею академика 

И.И.Ибрагимова (Баку, 2012 г.), на 19-й Саратовской зимней школе «Современ-

ные проблемы Теории функций и их приложения»  посвященной 90-летию со дня 

рождения  П.Л.Ульянова (Саратов, 2018 г.), на Международной конференции 
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«Операторы, функции и системы в математической физике», посвященной 70-

летию проф. Г.А.Исаханлы (Баку, 2018 г.), на Международной конференции 

Workshop «Негармонический анализ и дифференциальные уравнения» (Баку 

2016 г.), на 2-ой Международной конференции “Mathematical advances and 

applications” (Istanbul, 2019).  

Наименование учреждения, где выполнена диссертационная работа. 

Работа выполнена на отделе «Негармонический анализ» Института Математики 

и Механики НАНА Азербайджана и на кафедре «Теория функций и 

функциональный анализ» Бакинского Государственного Университета.  

Структура и объем диссертации (в знаках, с указанием объема 

каждого структурного подразделения в отдельности). Общий объем 

диссертационной работы – 173677 знаков (титульная страница – 403 знаков, 

оглавление – 3319 знаков, введение – 48953 знаков, первая глава – 32886 

знаков, вторая глава – 9157 знаков, третья глава – 26218 знаков, четвертая глава 

– 10001 знаков, пятая глава – 23434 знаков, шестая глава – 19306 знаков).  

Список используемой литературы состоит из 226 наименований. 

 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

 

Диссертация состоит из введения, шести глав и списка используемой 

литературы.  

Во введении описана краткая история касающихся к теме 

диссертационной работы вопросов, обосновывается актуальность темы 

диссертационной работы и излагаются основные результаты диссертации. 

Глава I, состоящая из шести параграфов, посвящена обобщению 

бесселевых, гильбертовых последовательностей и базисов Рисса в 

гильбертовых пространствах относительно банахова пространства 

последовательностей векторов при билинейных отображениях.  

В 1.1 приведены стандартные обозначения, основные понятия теории 

базисов при билинейных отображениях.  
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Пусть X , Y  и Z  - банаховы пространства. Рассмотрим билинейное 

отображение ZYXyxb →:),( , удовлетворяющее условию  

0,  mM :  
YXZYX

yxMyxbyxm  ),( , Xx , Yy . 

Пусть YY 0  некоторое множество. Обозначим через )( 0YLb  совокупность 

всевозможных конечных сумм  ),( n

n

n yxb , где Xxn  , 0Yyn  .   

Определение 0.0.1 ([8]). Система   Yy
Nnn 


 называется b -полной в Z , 

если  
_____________

)(
Nnnb yL


= Z .  

Система  
Nnny


 Y  называется b -минимальной в Z , если выполняется 

условие Xx )0( x ,  Nk    
_________________

,
)(),(

knNnnbk yLyxb


 . 

Системы  
Nnny


 и    ),(* XZLy

Nnn 


   называются b - биортогональными, 

если  Nnk  , , Xx  xyxby nkkn =)),((* , при этом  
Nnny



*  называется  b -биорто-

гональной системой к  
Nnny


. 

Система   Y
Nnn 


  называется  - b -линейно независимой  в Z , если из  

0),(
1

=


=n

nnxb 
 
следует, что 0=nx  , Nn  .  

Система   Y
Nnn 


  называется b -базисом в Z , если для Zz   

существует единственная последовательность   Xx
Nnn 


, такая, что  




=

=
1

),(
n

nnxbz  .  

Справедлив следующий критерий b -базисности. 

Теорема 0.0.1([8]).   Система   Y
Nnn 


  является b -базисом в  Z  тогда 

и только тогда, когда выполнены условия: 

1)  
Nnn 

  - b -полна в Z ; 

2)  
Nnn 

   имеет b -биортогональную систему  
Nnn 

* ; 
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3) система проекторов ))),(()(
1

*
=

=
n

k

kkn zbzP   равномерно ограничена, т. е. 

0C : zCzPn )( , Nn , Zz   . 

Пусть X̂  - некоторое банахово пространство последовательностей  

 
Nnnxx


=ˆ , Xxn  , с покоординатными линейными операциями. X̂  назовем  KB -

пространством, если линейные операторы XXen
ˆ:ˆ → ,  

Niinn xxe


= )(ˆ ,  XXen
ˆˆ: → , 

 
Nininn xxe


= )ˆ( , XXn →ˆ:̂ , 

nn xx =)ˆ(̂ ,   Xxx
Nnn

ˆˆ =
 , Xx , ограничены. X̂  

назовем CB -пространством, если подпространства   knxXxE nk == ,0:ˆˆ  

образуют базис в X̂ .  

Относительно пространства *X̂  справедлива 

Лемма 0.0.1. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство. Тогда 

сопряженное пространство  *X̂  является CB -пространством. 

В параграфе 1.2 посредством билинейного отображения даются 

обобщения понятий бесселевых и гильбертовых последовательностей в 

гильбертовых пространствах, и доказываются их соответствующие свойства.   

Пусть X , H  - гильбертовы пространства,  X̂  - CB -пространство и 

билинейное отображение XYHb →:  определяется соотношением:  

XbH yhxhyxb )),(,()),,(( = , Xx , Hh , Yy . 

В частности, при CX = ,  HY =  и yyb  =),(
 имеем Hb yhyh ),(),( = .  

Определение 0.0.2. Системы   Yy
Nnn 

  и   Yy
Nnn 



*

 назовем  b - 

биортогональными в H , если  Xx xyyxb nknkb  =)),,(( * , Nnk  , . 

Пусть даны  b - биортогональные в H  системы    Yy
Nnn 


 и   Yy

Nnn 


* .  

Определение 0.0.3. Систему  
Nnny


 назовем b -бесселевой (

X
b ˆ -бесселевой) 

в H  относительно пространства X̂ , если при любом Hh ,   Xyh
Nnnb

ˆ),( * 


 .  

Имеет место следующий критерий бесселевости систем.  



22 

 

Теорема 0.0.2. Для того,  чтобы система  
Nnny


  была  

X
b ˆ -бесселевой  в H  

необходимо, а в случае b -полноты системы  
Nnny


, и достаточно  

существование оператора )ˆ,( XHLT  :  
Niinn xyxbT


= )),(( , Xx , Nn . 

Определение 0.0.4. Систему  
Nnny


 назовем b -гильбертовой (

X
b ˆ - 

гильбертовой) в H относительно X̂ , если Xx ˆˆ , Hh :  xyh
Nnnb

ˆ),( * =


 . 

Имеет место критерий 
X

b ˆ -гильбертовости систем  
Nnny


.  

Теорема 0.0.3. Для того,  чтобы система  
Nnny


  была  

X
b ˆ - гильбертовой 

в H  достаточно, а в случае b -полноты системы  
Nnny



* , и необходимо, чтобы

),ˆ( HXLT  :   ),()( nNiin yxbxT =


 , Xx , Nn . 

Из этих критерий в частности, при  CX = ,  ),(2 baLHY ==
 и yyb  =),(

 

следуют критерии бесселевости  и гильбертовости полной  минимальной 

системы  
Nnn 

  в ),(2 baL , с полной биортогональной системой  
Nnng


.  

Следствие 0.0.1([5]). Для того,  чтобы система  
Nnn 

   была  бесселевой  

в ),(2 baL  необходимо и достаточно, чтобы существовал оператор 

)),(( 2 baLLT  , такой, что nnT  =)( , Nn , где  
Nnn 

  - некоторая 

ортонормированная система в ),(2 baL . 

Следствие 0.0.2([5]). Для того, чтобы система  
Nnn 

   была  

гильбертовой в ),(2 baL  необходимо и достаточно, чтобы существовал 

оператор )),(( 2 baLLT  , такой, что nnT  =)( ,  Nn , где  
Nnn 

  - некоторая 

ортонормированная система в ),(2 baL . 

В следующей теореме устанавливается связь между бесселевостью и 

гильбертовостью системы в гильбертовом пространстве.  

Теорема 0.0.4. Пусть системы  
Nnny


 и  

Nnny


*

 b -полны в H . Тогда  для 

того, чтобы система  
Nnny


  была  

X
b ˆ -гильбертовой в H  необходимо и 

достаточно, чтобы   
Nnny



*   была *X̂
b -бесселевой  в H . 
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В параграфе 1.3 при помощи билинейных отображений обобщаются 

базисы Рисса в гильбертовых пространствах, и устанавливаются 

соответствующие их связи с бесселевыми и гильбертовыми системами.   

Определение 0.0.5. b -базис   Yy
Nnn 


 назовем  b -базисом Рисса H  

относительно X̂  (
X

b ˆ -базисом Рисса), если его пространство 

последовательностей коэффициентов совпадает с X̂  . 

Пусть  
Nnny


 и   

Nnny


*  - пара b - биортогональных систем.   

Справедлив следующий критерий 
X

b ˆ -базисности Рисса в H . 

Теорема 0.0.5. Пусть системы  
Nnny


 и   

Nnny


*
b -полны в H . Для того,  

чтобы  
Nnny


  была  

X
b ˆ -базисом Рисса в H , необходимо и достаточно, чтобы  

существовал ограниченно обратимый оператор )ˆ,( XHLT  :  
Niinn xyxbT


= )),(( , 

Xx , Nn . 

Следствие 0.0.3. Пусть  
Nnny


 b -полна в H . Тогда для того,  чтобы 

система  
Nnny


  была  

X
b ˆ -базисом Рисса в H , необходимо и достаточно,  

чтобы 0A и 0B такое, что для любого конечного набора  nx  имеет 

место соотношение 

   
Xn

Zn

nnXn xByxbxA ˆˆ ),(   . 

В параграфе 1.4 исходя из билинейных отображений определяются 

понятия бесселевых и гильбертовых систем в банаховых пространствах 

относительно банахова пространства последовательностей векторов. Все 

классические результаты перенесены на этот случай.  

Пусть X , Y  и Z  - банаховы пространства,   Yy
Nnn 


 и   ),(* XZLy

Nnn 


- b - 

биортогональные системы.   

 Определение 0.0.6. Систему  
Nnny


 назовем b -бесселевой в Z  

относительно X̂  (
X

b ˆ -бесселевой в Z ), если Zz   Xzy
Nnn

ˆ)(* 


. 

Имеет место следующий критерий 
X

b ˆ -бесселевости.  
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Теорема 0.0.6. Для того,  чтобы система  
Nnny


  была  

X
b ˆ -бесселевой в Z  

необходимо, а в случае b -полноты системы  
Nnny


, и достаточно  

существование оператора )ˆ,( XZLT  :  
Niinn xyxbT


= )),(( , Xx , Nn . 

Определение 0.0.7. Систему  
Nnny


 назовем b -гильбертовой в Z  

относительно X̂  (
X

b ˆ -гильбертовой  в Z ), если Xx ˆˆ Zz :  
Nnn zyx


= )(ˆ * . 

Справедлив следующий критерий 
X

b ˆ -гильбертовости систем.    

Теорема 0.0.7. Для того,  чтобы система  
Nnny


  была  

X
b ˆ - гильбертовой 

в Z  достаточно, а в случае полноты системы  
Nnny



* , и необходимо 

существование оператора ),ˆ( ZXLT  :   ),()( nNiin yxbxT =


 , Xx , Nn . 

Определим отображение 
*** : XYZb →  по формуле  

)),(())(,(* yxbfxyfb = , *Zf  , Yy , Xx . 

В частности, при  ),( XZLY =
 и )(),( xAAxb =

 имеем fAAfb ** ),( = .  

В следующей теореме устанавливается связь между b -гильбертовостью и  

*b -бесселевостью пары b -биортогональных систем.  

Теорема 0.0.8. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство, 

пространство Z - рефлексивно, система  
Nnny

  b -полна в Z ,  
Nnny



*

 полна в *Z . 

Тогда для того, чтобы  
Nnny

  была 
X

b ˆ -гильбертова  в Z  необходимо и 

достаточно, чтобы   
Nnny



*  была *

ˆ *X
b -бесселевой  в *Z . 

В параграфе 1.5 введены и изучены понятия бесселевых, гильбертовых 

систем без предположения минимальности систем, а также базисов Рисса в 

банаховых пространствах в контексте g -фреймов (см. [215]). 

Пусть X  и Z  - банаховы пространства, X̂  - KB -пространство 

последовательностей из векторов X .  Рассмотрим систему операторов 

  ),( XZLg
Nkk 


. Через  ( )

NnnX
gL

*  обозначается совокупность всевозможных 

конечных сумм вида k

k

k gx * , где ** Xxk  . 
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Определение 0.0.8. Система  
Nkkg


 называется g -полной в *Z , если в 

норме *Z  имеет место равенство  ( ) *
* ZgL

NnnX
=


. 

Системы   ),( XZLg
Nkk 


 и   ),( ZXL

Njj 


 называются g -

биортогональными, если выполняется условие Xkjjk Ig = . При этом система 

  ),( ZXL
Njj 


 называется g -биортогональной системой к  

Nkkg


. 

Система  
Nkkg


 называется g -минимальной в *Z , если 

** Xx   и Nk   

имеет место соотношение  ( )
knnXk gLgx


 *

* . 

Следующее понятие является обобщением бесселевых систем в 

гильбертовых и банаховых пространствах.   

Определение 0.09. Систему  
Nkkg


 назовем X̂ -бесселевой в Z , если Zz  

выполняется условие   Xzg
Nkk

ˆ)( 


. 

Имеет место следующий критерий X̂ -бесселевости.  

Теорема 0.0.9. Для того чтобы система  
Nkkg


 была X̂ -бесселевой в Z , 

необходимо и достаточно, чтобы существовал оператор )ˆ,( XZLU   такой, 

что nn gU =̂  для любого Nn . 

Следующее определение обобщает понятие гильбертовой системы в 

гильбертовых и банаховых пространствах. 

Определение 0.0.10. Систему  
Nkkg


 назовем X̂ -гильбертовой в Z , если 

  Xx
Nkk

ˆ


Zz : kk xzg =)( . 

Приведем критерий X̂ -гильбертовости систем. 

Теорема 0.0.10. Для того, чтобы система   
Nkkg


 была X̂ -гильбертовой в 

Z  достаточно, а в случае g -полноты   
Nkkg


 и необходимо, чтобы ),ˆ( ZXLT  : 

nnTg ̂=  , Nn . 

Следующая теорема устанавливает связь между X̂ -бесселевостью и X̂ -

гильбертовостью системы.  
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Теорема 0.0.11. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство, Z  - 

рефлексивно. Для того, чтобы  
Nkkg


 была X̂ -гильбертовой в Z  достаточно, а 

в случае g -полноты  
Nkkg


 и необходимо, чтобы выполнялись условия: 

1)  
Nkkg


 имеет g -биортогональную систему   ),( ZXL

Nkk 


; 

2) система  
Nkk 

*  является *X̂ -бесселевой в *Z . 

Определение 0.0.11. Система  
Nkkg


 называется 

*X̂ -Рисс g -базисом в 

*Z , если  
Nkkg


g -полна в *Z  и существуют 0A  и 0B  такие, что   

*

*

* ˆ

*

1

*

ˆ

* ˆˆ
X

Zk

kk
X

xBgxxA  


=

, ** ˆˆ Xx  . 

A  и B  называются нижней и верхней границами 
*X̂ -Рисс g -базиса   

Nkkg


.  

Справедлива следующая 

Теорема 0.0.12.  Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство, Z  - 

рефлексивно и система  
Nkkg

  g -полна в *Z . Для того, чтобы система  
Nkkg


 

была 
*X̂ -Рисс g -базисом в *Z   необходимо, и достаточно, чтобы   

Nkkg


 

одновременно была X̂ -бесселевой и X̂ -гильбертовой системой. 

В параграфе 1.6 даются понятия несчетных бесселевых и гильбертовых 

систем в несепарабельных банаховых пространствах и доказываются 

соответствующие критерии.  

Пусть  - несепарабельное банаховое пространство,  и 

 - пара биортогональных систем,  - несчетное множество индексов. 

Пусть  - несепарабельное банахово пространство систем из скаляров.  

Следующие понятия являются несчетными обобщениями пары 

биортогональных бесселевых и гильбертовых последовательностей в 

банаховых пространствах. 

Определение 0.0.12. Систему  назовем несчетным -бесселевым в 

, если для  имеет место включение  . Систему  

X   Xx
I




  ** Xx
I


 I

K

 
I

x
 K

X Xx   Kxx
I


 )(*  
I

x
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назовем несчетным -гильбертовым в , если для  существует 

 : .  

Пусть  имеет несчетный безусловный базис  . В следующей 

теореме приводится критерий несчетной -бесселевости систем.  

Теорема 0.0.13. Для того, чтобы система   была несчетным -

бесселевым в  необходимо, а в случае полноты  в , то и достаточно 

существование оператора : , .  

Сформулируем критерий  несчетной -гильбертовости систем.  

Теорема 0.0.14. Для того, чтобы система  была -гильбертовым в 

 достаточно, а в случае полноты  в , то и необходимо 

существование оператора :  , .  

Пример 0.0.1. Пусть tiete 
 =)( , Rt . Положим  

R
espanV


=

 . Через 
pV , 

+ p1 , обозначим нормированное пространство V  с нормой   

pT

T

p

TV
dttx

T
x

p

1

)(
2

1
lim














= 

−
→

. 

Пусть )(RLV

p
 - пополнение пространства 

pV . Пространство )(RLV

p  
 -

несепарабельно. Рассмотрим в )(RLV

p
 линейный непрерывный функционал: *

e
 
 


−

−

→
=

T

T

ti

T
dtetx

T
xe 

 )(
2

1
lim)(* . 

Система  
R

e
   при 2p  является несчетной )(Rl p -бесселевой, а при 2p  

является несчетной )(Rl p -гильбертовой в )(RLV

p
.   

Глава II, состоящая из трех параграфов, посвящена изучению обобщений 

результатов относительно изоморфных и близких базисах в банаховых 

пространствах относительно  b -базисов.  

В параграфе 2.1 изучаются свойства b -изоморфности b -базисов и 

возмущение b -базисов.  

K X   K
I
=



Xx  
I

xx


=
 )(*

K  
I

K

 
I

x
 K

X  
I

x
 X

),( KXLT   =Tx I

K

 
I

x
 K

X  
I

x


* *X

),( XKLT   xT = I
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В следующей теореме приводятся условия b -изоморфности к b -базису 

при фредгольмовом возмущении.  

Теорема 0.0.15. Пусть система   Y
Nnn 


  образует b -базис в Z , 

)(ZLF   - фредгольмовый оператор, система   Y
Nnn 


  такая, что  

),()),(( nn xbxbF  = , Xx , Nn .   Тогда следующие свойства эквивалентны:  

a)  
Nnn 

  - b -полна в Z ; 

b)  
Nnn 

  - b -минимальна в Z ; 

c)  
Nnn 

  -  - b -линейно независима в Z ; 

d)  
Nnn 

  образует b -базис в Z , b -изоморфный к  
Nnn 

 .  

Определение 0.0.13. Систему  
Nnny


 с b -биортогональной  

Nnny


*  

назовем p - b -бесселевой в Z , если  
Z

p

n

p

X
n zBzy 











=

1

1

* )(  , Zz   . 

Если p - b -бесселевая в Z  система  
Nnny


 образует b -базис, то систему 

 
Nnny


 назовем p - b -базисом в Z , + p1  .  

Пусть ),( XZ  - подпространство ),( XZL
 компактных операторов. 

Теорема 0.0.16. Пусть система  
Nnn 

  Y  образует p -b -базис 

)1( + p   в Z  с b -сопряженной системой   ),(* XZ
Nnn  

 ,  система  
Nnn 

 

Y  q -близка  к  
Nnn 

  )1
11

( =+
qp

. Тогда условия a)-d) теоремы 0.0.15 

эквивалентны. 

В следующей теореме изучаются b -изоморфность близких в 

определенном смысле b -базисов.  

Теорема 0.0.17.  Пусть система  
Nnn 

  Y  образует b -базис в Z  с b -

биортогональной системой   ),(* XZ
Nnn  

 , система  
Nnn 

  Y  такая, что 

*

1

n

n
Ynn 



=

−  + . Тогда условия a)-d) теоремы 0.0.15 эквивалентны. 

В параграфе 2.2 изучается устойчивость b -базисов в гильбертовых и 

банаховых пространствах.  
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Следующая теорема является обобщением базисности Рисса системы 

квадратично близкой к базису Рисса.  

Теорема 0.0.18. Пусть система   Y
Nnn 


  образует 

)(2 Xlb -базис Рисса в H   

с b -биортогональной системой  
Nnn 

* : ),(),( * XHnb   ,  система   Y
Nnn 


  - 

 -b -линейно независима и квадратична близка к  
Nnn 

 .  Тогда  
Nnn 

  

образует b -базис в H , b -изомофный к  
Nnn 

 , т.е. 
)(2 Xlb -базис Рисса. 

Следующая теорема является обобщением теоремы Пэли-Винера ([8], 

стр. 172) в банаховых пространствах. 

Теорема 0.0.19. Пусть система   Y
Nnn 


  образует  b -базис в Z  и 

система   Y
Nnn 


  такая, что )1,0[ , для любой конечной 

последовательности    Xxn   верно соотношение 

Zn

nn

Zn

nnn xbxb  − ),(),(  .                                  

Тогда система  
Nnn 

  образует b -базис, b -изоморфный к  
Nnn 

 .    

В параграфе 2.3 изучается бесселевый базис и его устойчивость в 

банаховом пространстве относительно произвольного пространства 

последовательностей векторов.  

Пусть  
Nnn 

  система  из  Y  образует b -базис в Z , с b -биортогональной 

системой   ),(* XZL
Nnn 


  и X̂  - банахово пространство последовательностей из 

коэффициентов разложений по b -базису  
Nnn 

  с нормой 

Z

n

k

kk
n

X
xbx 

=

=


1

ˆ ),(supˆ  ,  
Nnnxx


=ˆ .  

Следующее понятие является обобщением понятия p -бесселевого базиса 

при билинейном отображении.  

Определение 0.0.14. b -базис   Y
Nnn 


  в Z  с b -биортогональной 

системой   ),(* XZL
Nnn 


  назовем 

X
b ˆ -бесселевым базисом, если 0B Zz

имеет место неравенство  
ZXNnn zBz 

 ˆ

* )( . 
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Нам понадобится следующее понятие. 

Определение 0.0.15. Пусть X̂  и Ŷ  - KB -пространства 

последовательностей векторов над X  и Y  соответственно. Будем говорить, 

что X̂  нормально подчинена к Ŷ , если из   Xxn  ,   Yyn  ,  
YnXn yx    и 

  Yyn
ˆ  следует, что   Xxn

ˆ  и    
YnXnx ˆˆ  . 

Следующая теорема является аналогом теоремы об изоморфности к p -

бесселевому базису q -близкой системы ( p , q - сопряженные числа).  

Теорема 0.0.20. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство такое, что  

*X̂  подчинена к Ŷ ,  система   Yn   образует 
X

b ˆ -бесселевый базис в Z  и 

  ),(* XZ
Nnn  


. Пусть система   Yn   такая, что   Y

Nnnn
ˆ−


 . Тогда 

условия a)- d) теоремы 0.0.15 эквивалентны.  

Глава III, состоящая из семи параграфов, посвящена изучению фреймов, 

атомарных разложений и их возмущений в банаховых пространствах 

посредством билинейных отображений относительно банаховых пространств 

последовательностей векторов.  

В параграфе 3.1 приводятся понятия b -фреймов, b -фреймового 

оператора в гильбертовых пространствах и изучаются некоторые их свойства.  

Пусть X  и H  - гильбертовы пространства и   Yy
Nkk 


. Следующее 

понятие является обобщением фреймов в гильбертовых пространствах. 

Определение 0.0.16. Последовательность  
Nkky


  назовем b -фреймом в 

H , если существуют постоянные 0, BA   такие, что  

                        
2

1

22
),(

H
k

XkbH
hByhhA 



=

 ,  Hh .                                (0.0.1) 

Постоянные A  и B  назовем границами b -фрейма. При выполнении правой 

части (0.0.1)  
Nkky


  назовем  b -бесселевой в H  с границей B .  

 В случае, когда CX = ,  HY =  и yyb  =),(
 имеем Hb yhyh ),(),( =  и 

неравенство (0.0.1) принимает вид 
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2

1

22
),(

H
k

kH
hByhhA 



=

, Hh  ,                                 

т. е.  
Nkky


 - фрейм в H  с границами A  и B .  

Имеет место критерий b -фреймовости последовательности. 

 Теорема 0.0.21. Последовательность  
Nkky


 образует  b -фрейм в H  

тогда и только тогда, когда определен ограниченный сюръективный оператор  

ZXlT →)(: 2 , заданный по формуле   


=


=
1

),()(
k

kkNkk yxbxT .    

Пусть 1Y  - банахово пространство, 1H  - гильбертово пространство и 

111 : HYXb →  ограниченное билинейное отображение.                                         

Имеет место нетерово возмущение b -фреймов. 

Теорема 0.0.22. Пусть система  
Nnny


 является b -фреймом  в H  с b -

фреймовыми границами A  и B , ),( 1HHLF    является нетеровым оператором, 

система   1Y
Nnn 


  такая, что ),()),(( 1 nn xbyxbF =  для всех Xx , Nn . Тогда 

 
Nnn 

  образует b -фрейм в  ( )
NnnbL


 . 

В параграфе 3.2 изучается обобщение фреймов в банаховых 

пространствах посредством билинейных отображений в смысле b -базиса.  

 Определение 0.0.17. Систему   Y
Nnn 


   назовем *X̂

b -фреймом в *Z , если 

для любого *Zg   последовательность    ** ˆ),( Xgb
Nnn 


  и существуют 

постоянные  BA0  такие, что   gBgbgA
XNnn 

 *ˆ

* ),(  . 

 Имеет место следующий критерий *X̂
b -фреймовости систем.   

Теорема 0.0.23. Система   Y
Nnn 


   образует *X̂

b -фрейм в *Z , тогда и 

только тогда, когда определен ограниченный суръективный оператор 

ZXT →ˆ:  по формуле 


=

=
1

),(ˆ
n

nnxbxT  ,   Xxx
Nnn

ˆˆ =


. 

Имеет место соответствующее проекционное свойство *X̂
b -фреймов. 

Теорема 0.0.24. Пусть система   Y
Nnn 


  образует *X̂

b -фрейм в *Z . 

Тогда следующие свойства эквивалентны:  
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1) Существует объемлющее B -пространство 1Z , включающее в себя 

пространство Z  в  качестве замкнутого подпространства, имеющий 
X

t ˆ -базис 

  ),( 1

* ZXL
Nnn 


 , где )(),( ** xxt  = , и ),( 1 ZZLP  - проектор такой, что 

),()(*

nn xbxP  = ,  для Xx , Nn ; 

2) Подпространство  








=== 


=


1

0),(:ˆˆˆ

n

nnNnn xbXxxN   дополняемо в X̂ ;  

3) Существует X̂ -бесселева система   ),(* XZL
Nnn 


  такая, что для 

любого Zz  выполняется равенство )),((
1

*


=

=
n

nn zbz  .         

В параграфе 3.3 обобщаются некоторые свойства банаховых фреймов в 

банаховых пространствах на случай пространств последовательностей 

векторов.  

Определение 0.0.18. Систему   ),( XZLg
Nkk 


 назовем X̂ -фреймом в Z , 

если существуют постоянные 0A  и 0B :   
ZXNkkZ

zBzgzA 
 ˆ

)( , Zz . 

Следующая теорема устанавливает критерий  X̂ -фреймовости. 

Теорема 0.0.25. Пусть X̂ - рефлексивное CB -пространство, Z  - 

рефлексивно и система   ),( XZLg
Nkk 


. Тогда  

Nkkg


 образует X̂ -фрейм в Z  

тогда и только тогда, когда оператор **ˆ: ZXT → , определенный по формуле 

(0.0.2), является линейным ограниченным сюръективным оператором. 

Следующее понятие является обобщением банаховых фреймов 

относительно векторнозначных последовательностей. 

Определение 0.0.19. Пусть даны система   ),( XZLg
Nnn 


  и линейный 

оператор ZXS →ˆ: .  Пара  ( )Sg
Nnn ,


 называется банаховым X̂ -фреймом в Z , 

если выполнены условия 

1)   Xzg
Nn

ˆ)( 


 для любого Zz ; 

2) существуют числа 0,0  BA  :  
ZXNnnZ

zBzgzA 
 ˆ

)( , Zz ;                             

3) оператор S  ограничен на X̂  и  ( ) zzgS
Nnn =


)( , Zz .                                          
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 Справедлива  

Теорема 0.0.26. Пусть   ),( XZLg
Nnn 


 является X̂ -фреймом  в Z  и 

оператор )ˆ,( XZLU  , задан по формуле  
Nkk zgzU


= )()( , Zz .  Тогда 

следующие условия эквивалентны: 

1)   UIm  дополняемо в X̂ ; 

2)  оператор ZUU →− Im:1

 может быть продолжен до ограниченного 

оператора на все X̂ ; 

3) существует ограниченный оператор ),ˆ( ZXLS   такой, что пара 

 ( )Sg
Nnn ,


  образует банаховый X̂ -фрейм в Z . 

4)   ),( ZXL
Nkk 

  
*X̂ -бесселевая в *Z  система: 



=

=
1

)(
k

kk zgz , Zz .  

В параграфе 3.4 изучается связь между X̂ -фреймами и X̂ -Рисс базисами в 

банаховых пространствах.                 

Имеет место следующий критерий  
*X̂ -Рисс g -базисности.  

Теорема 0.0.27. Пусть X̂ -рефлексивное CB -пространство, и Z  - 

рефлексивно. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1)  
Nkkg


  - 

*X̂ -Рисс g - базис  в *Z  с границами A  и B ; 

2)  
Nkkg


  - X̂ -фрейм в Z  с границами A , B , и g -минимальна в *Z ; 

3)  
Nkkg


 - g -полна, одновременно X̂ -бесселева и X̂ -гильбертова в Z . 

В параграфе 3.5 изучается b -атомарное разложение и ее нетерово 

возмущение в банаховых пространствах.   

Пусть даны системы   Yy
Nnn 

  и   ),(* XZLy
Nnn 


. Следующее понятие 

является обобщением понятия атомарного разложения. 

Определение 0.0.20. Пару     ( )
NnnNnn yy


,*  назовем b -атомарным 

разложением (
X

b ˆ -атомарным  разложением)  в Z  относительно X̂ , если  

1)   Xzy
Nnn

ˆ)(* 


, Zz ; 

2) существуют числа 0,0  BA :  
ZXNnnZ

zBzyzA 
 ˆ

* )( ,   Zz ;                             
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3) Для Zz  имеет место равенство )),((
1

*


=

=
n

nn yzybz  .                                          

Если  
Nnny


 является *X̂

b -фреймом в *Z  и    ( )
NnnNnn yy


,*  является 

X
b ˆ -

атомарным  разложением в Z , то  
Nnny


 будем называть альтернативным 

дуальным для  
Nnny



* .    

Имеет место следующая 

Теорема 0.0.28. Пусть  
Nnny


 - *~

X
b -бесселева система в *Z , а  

Nnny


*  - X̂ -

бесселева система в Z  такая, что справедливо )),((
1

*


=

=
n

nn yzybz ,  Zz .  Тогда 

   ( )
NnnNnn yy


,*  является 

X
b ˆ -атомарным разложением в Z  и  

Nnny


  является 

альтернативным дуальным *~
X

b -фреймом в *Z   для  
Nnny



* . 

В следующей теореме устанавливается нетерово возмущение 
X

b ˆ -

атомарного   разложения. 

Теорема 0.0.29. Пусть    ( )
NnnNnn yy


,*  - 

X
b ~ -атомарное разложение Z  с 

границами A  и B , ),( 1ZZLF   нетеров оператор и ),()),(( 1 nn xbyxbF =  для всех 

Xx , Nn . Тогда существует   ),( 1

* XZL
Nnn 


  такая, что    ( )

NnnNnn 
 ,*   

является 
X

b ~ -атомарным   разложением в  ( )
NnnbL


 . Если  

Nnny


 является 

альтернативным дуальным *

X̂
b -фреймом в *Z  для  

Nnny


* , то  
Nnn 

  

альтернативный дуальный *

X̂
b -фрейм в **

1 ker FZ −  для  
Nnn 

* . 

В параграфе 3.6 изучается устойчивость 
X

b ˆ -атомарного разложения и X̂ -

фрейма в банаховых пространствах.  

Пусть    Y
Nnn 


  и   ),(* XZL

Nnn 


  - некоторые системы.  

Справедливы следующие теоремы об устойчивости 
X

b ˆ -атомарного 

разложения в банаховых пространствах. 

Теорема 0.0.30. Пусть    ( )
NnnNnn 

 ,*  - 
X

b ˆ -атомарное  разложение в Z  с 

границами A  и B , и   Y
Nnn 


  некоторая система.  Предположим, что 

существуют числа 0,,     такие, что  
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i)   1;max + B ; 

ii)  
Xi

Zi

ii

Zi

ii

Zi

iii xxbxbxb ˆ),(),(),(  ++−   ,   Xxi
ˆ . 

Тогда существует   ),(* XZL
Nnn 


  такая, что    ( )

NnnNnn 
 ,*   является 

X
b ˆ -атомарным   разложением в Z  с границами  

)(1

)1(

B

A





++

−
 и  

)(1

)1(

B

B





+−

+
. 

Теорема 0.0.31. Пусть 
*X̂  нормально подчинена к Ŷ ,     ),(* XZ

Nnn  


 и  

   ( )
NnnNnn 

 ,*  - 
X

b ˆ -атомарное  разложение в Z  с границами A  и B , система  

  Y
Nnn 


   -b -линейно независима относительно X̂  и   Y

Nnnn
ˆ−


 . Тогда 

существует система   ),(* XZL
Nnn 


  такая, что    ( )

NnnNnn 
 ,*   является 

X
b ˆ -

атомарным   разложением в Z .  

Справедливы аналогичные теоремы об устойчивости X̂ -фреймов и   X̂ -

Рисс g -базисов в банаховых пространствах. 

Параграф 3.7 посвящен этим результатам.  

 Глава IV посвящена получению аналогов теорем Рисса и Пэли 

относительно коэффициентов Фурье по ортогональной равномерно 

ограниченной системе в пространствах Лебега со смешанной нормой и в 

пространствах Лебега с переменным показателем суммируемости, а также 

установлению существования обобщенного решения смешанной задачи для 

одного класса уравнений третьего порядка в пространстве qq

TppB

2
,

2
1

,,

+

 ( pq,  - 

сопряженные числа),
 

2p .   

В параграфе 4.1 доказываются аналоги теорем Рисса и Пэли в 

пространствах Лебега со смешанной нормой. Пусть )),(),((),( dcbaL qp  , + p1 ,  -  

банахово пространство измеримых на ),(),( dcba   функций ),( yxf , для которых 

конечна смешанная норма 
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p
b

a

q

p
d

c

q

L
dxdyyxff

qp

1

),(
),(






























=   , 1

11
=+

qp
. 

Обозначим через ),( bal p , + p1 , - банахово пространство 

последовательностей  
Nii tata


= )()(  измеримых на ),( ba  функций, для которых 

конечна норма  

p

i

b

a

p

ibal
dttaa

p

1

1
),(

)(













= 



=

. 

Пусть  
Nnn t


)(  - ортогональная система на ],[ ba  такая, что почти всюду 

на ],[ ba  Mtn )(  )( Nn , M  не зависит от n . 

Следующая теорема является аналогом теоремы Рисса в ),( bal p .    

Теорема 0.0.32. Верны следующие утверждения: 

1) если )),(),((),( dcbaLf pq  , 21  p  ( pq,  - сопряженные числа), то  

  ),()()( baltata qNii =


, =
d

c

ii dssstfta )(),()(  , причем   
),(

2

),( pqq L

p

p

bal
fMa

−

 ;                                      

2) если   ),()()( baltata pNii =


, 21  p , то существует  

)),(),((),( dcbaLf qp  ( pq,  - сопряженные числа), что =
d

c

ii dssstfta )(),()(  , причем   

),(

2

),( bal

p

p

L pqp

aMf

−

 . 

В параграфе 4.2 доказываются аналоги теорем Рисса и Пэли в 

пространствах Лебега с переменным показателем суммируемости. Пусть   - 

измеримое множество из nR  и )(xp  - измеримая на   функция такая, что  

1)( xp . Для множества E    обозначим  

)(Ep+ = )(sup xpess
Ex

 и )(inf)( xpessEp
Ex

− = , 

в частности, положим +p = )(+p , −p = )(−p . Пусть  =  = )(: xpx . 
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Определение 0.0.21. Модуляром измеримой функции Rf →:  

относительно )(p  называется число 
)(

\

)(

),( )()(








 +=  L

xp

p fdxxff .  

 Через )()( xpL  обозначается множество измеримых функций Rf →:  

таких, что + )/(),(  fp
 для некоторого 0 . )()( xpL  становится банаховым 

пространством по норме  1)/(:0inf ),()()(

= 
 ff pL xp

. 

Пусть )(xq , 1)( xq , - измеримая на   функция и T  - измеримое 

множество из nR . Через ))(,( )()( TLL pq    обозначается пространство измеримых 

на T   функций RTtxf →:),(  таких, что для почти всех x )(),( )( TLxf xp  и 

)(),( )()()(

 xqTL
Lxf

xp

, а через )()( xpl  множество последовательностей  
Nkk xc


)(  

измеримых на   функций, удовлетворяющих условию +


= 1

)(
)(

k

xp

k dxxc . 

Пусть )(2)(),( −xpxpl  - множество последовательностей  
Nkk xc


)(  измеримых на   

функций таких, что +


= 

−

1

)(2)( )(
k

xp

k

xp dxxck . Для  
Nkk xc


)(  положим   

 








= 


= 


1)

)(
(:0inf

1

)(

)()(
k

xpk

lk

xc
c

xp 
  , 

 








= 


= 

−

−

1)
)(

(:0inf
1

)(2)(

)(2)(),(
k

xpkxp

lk

xc
kc

xpxp 
 . 

В следующей теореме приводится аналог Теоремы Рисса в пространствах 

))(,( )()( TLL xpxq  .  

Теорема 0.0.33. Верны следующие утверждения: 

1) Если f  )),(),,(( )()( dcLbaL xpxq , 2)(1  − xpp , то    ),()( balc xqNkk 


,

=
d

c

kk dtttxfxc )(),()(  , Nk , 
1)(

)(
)(

−
=

xp

xp
xq ,  и  

)),(),,((1);( )()()(

)(
dcLbaLbalNkk

xpxqxq

fpMc 


.                                        
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2) Для любой последовательности   ),()( balc xpNkk 


, 2)(1  xp , 

существует функция )),(),,(( )()( dcLbaLf xqxp , 
1)(

)(
)(

−
=

xp

xp
xq , для которой 

=
d

c

kk dtttxfxc )(),()(  , Nk ,   и такая, что   
),(1)),(),,((

)()()(

)(
balNkkdcLbaL

xpxqxp

cpMf


 ,                   

где   












=
−−

+−

1
2

1
2

1 ,max)(
pp

MMpM .  

В параграфе 4.3 доказывается существование обобщенного решения 

смешанной задачи для одного класса дифференциального уравнения третьего 

порядка. Пусть T  - некоторое положительное число. Обозначим через 

)),0(],,0([ 2, −ppp LTL , 2p , - банахово пространство функций )(),( DLxtf p ,  

),0(),0( = TD ,  с конечной нормой 

p

n

T
p

n

p

LTL
dttfnf

ppp

1

1 0

2

)),0(],,0([
)(

2, 












=  



=

−

− 
, 

где dxnxxtftfn =




0

sin),(
2

)( .  

Пусть X  - некоторое банахово пространство. Через )),,(()1( XbaWp
 

обозначается пространство вектор функций Xbau →],[:  таких, что для ],0[ Tt  

существует в X  сильный предел )(
)()(

lim /

0
tu

t

tuttu

t
=



−+

→
 и имеет место 

++=  dttudttuu

b

a

p

X

b

a

p

X

p

XbaWp

)()( /

)),,(()1(
. 

Пусть k

k TB




,..,,

,,..,,
10

10
 - банахово пространство функций  ),( xtu  вида 

xntuxtu
n

n


=

=
1

sin)(),( , рассматриваемых на прямоугольнике D , для которых 

]),0([)( )( TCtu k

n  , с конечной нормой  

( ) ii
i

k
Tk

k

i n

i

n
TtB

tunu





1

0 1

)(

0
)(max,..,1,0

,..,1,0
 
=



=










= , 

где 0i , 1i , ki ,0= , 0k - целое число.  

Рассмотрим следующую смешанную задачу для уравнения  
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                                               ),)((),(),( xtuFxtuxtu txxtt =−                                      (0.0.2) 

 с начальными и граничными условиями  

                                        )(),0( xxu = , )(),0( xxut = ,  x0 ,                            (0.0.3) 

                                            0)0,(),( == tutu  , Tt 0 ,                                     (0.0.4) 

где  0   - фиксированное число, F - заданный, вообще говоря, нелинейный 

оператор,    и   - заданные функции.  

Определение 0.0.22. Функция qq

TppBxtu

2
,

2
1

,,),(
+

  ( pq, -сопряженные числа), 

удовлетворяющая условию (0.0.3) называется обобщенным решением задачи 

(0.0.2)-(0.0.4), если для любой функции )),0(],,0([),( 1

1 qLTWxtv   такой, что 

0),( =xTv  для п.в. на ],0[  , 0),()0,( == tvtv , ],0[ t , выполняется тождество 

  −+− 
T

txxtt dxdtxtvxtuFxtvxtuxtvxtu
0 0

),(),)((),(),(),(),(



  

0),0()(),0()(
00

// =+− 


 dxxvxdxxvx . 

Справедлива следующая 

Теорема 0.0.34. Пусть выполнены следующие условия: 

1) ),0(]),0([)( 2)1(  pWCx  ,   2,

2

−
 ppNnn ln  , 0)()0( ==  ; 

2) ),0(]),0([)( 1  pWCx  ,   2, −
 ppNnn ln , 0)()0( ==  ; 

3) )),0(],,0([)( 2, − ppp LTLuF , qq

TppBu

2
,

2
1

,,

+

 , 2p , существуют ),0()(),( TLtbta p  

такие, что qq
tpppp BL

utbtatuF
2

,
2

1

,,2,

)()(),)((
),0(

+

−

+


, ],0[ Tt ;                            

4) существует функция ),0()( TLtc p  такая, что ),0(, RSvu   

qq
tpppp BL

vutctvFtuF
2

,
2

1

,,2,

)(),)((),)((
),0(

+

−

−−


, ],0[ Tt ,                         

где =

T

pp dttBAR
0

)(exp , )()( 0 tbLtB = , p

TL

pp

B

p

p
qq
tpp

aLwA
),0(0

1
2

,
2

1

,,

2 +=
+

− ,













+=

−−
− qqqq qTL

111

1

2

0 2  ,

( ) n

tn

nn e
n

tw 


  2

1
1

)(
2

−−+= .  

 Тогда задача (0.0.2) -( 0.0.4) имеет единственное обобщенное решение. 
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Замечание 0.0.1. Отметим, что несмотря на то, что всякое обобщенное 

решение задачи (0.0.2)-(0.0.4) в пространстве qq

TppB

2
,

2
1

,,

+

  является ее обобщенным 

решением в  пространстве 1,2

,2,2 TB , из условий  Теоремы 0.0.34  вообще говоря не 

следуют условия существования и единственности обобщенного решения 

задачи (0.0.2)-(0.0.4) в случае 2=p .  

Глава V посвящена вопросам базисности классической системы 

экспонент, а также системы из собственных функций разрывной спектральной 

задачи для некоторого дифференциального уравнения второго порядка в 

пространствах гранд Лебега и в весовых пространствах гранд Лебега с весом 

общего вида.  

В параграфе 5.1 доказывается плотность множества непрерывных 

функций в подпространстве гранд Лебега, порожденное оператором сдвига и 

устанавливается ограниченность сингулярного оператора в этом 

подпространстве. Рассмотрим в ),() baLp  оператор сдвига   





+

++
=

],,[\,0

],,[),(
)(

baRx

baxxf
xfT




 , 0 . 

Обозначим через ),(
~

) baG p
 - линейное многообразие, состоящее из функций 

),() baLf p  удовлетворяющих условию 0
)
→−

p
ffT

, 0→ . Пусть  ),() baG p  

замыкание ),(
~

) baG p  
в ),() baLp .  

 Теорема 0.0.35.  Множество ],[0 baC   плотно в ),() baG p . 

В параграфе 5.2 доказывается базисность системы экспонент и 

тригонометрических систем синусов и косинусов в подпространстве гранд 

Лебега, порожденное оператором сдвига.  

Доказана базисность системы экспонент   Zne 

int   и тригонометрических 

систем синусов   Nnnt sin  и косинусов  
0

cos Nnnt   
в подпространстве ),() −pG .  

Теорема 0.0.36. Система экспонент   Zne 

int  образует базис в 

пространстве ),() −pG , + p1 . 

Также справедлива  
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Теорема 0.0.37.  Системы синусов   Nnnt sin  и косинусов  
0

cos Nnnt 
 

образуют базисы в пространстве ),0() pG , + p1 . 

В параграфе 5.3 изучается базисность системы экспонент и 

тригонометрических систем синусов и косинусов в весовых пространствах 

гранд Лебега с весом общего вида.  

Пусть +→ Rba ],[:  - некоторая весовая функция. Через ),( baAp
, + p1 , 

обозначается класс Макенхоупта, т. е. класс весовых функций )(t  

удовлетворяющих условию  

+













−

−
−


 

1

1

1

],[

)(
1

)(
1

sup

p

I I

p

baI

dtt
I

dtt
I

 .  

Пусть ),(), baLp   весовое пространство гранд Лебега измеримых на ],[ ba  

функций f  с конечной нормой  
),(),( )), baLbaL pp

ff 


= . 

Обозначим через ),(), baG p   подпространство пространства ),(), baLp   

функций f  таких, что ),() baGf p .  

В следующей теореме устанавливается базисность классической системы 

экспонент в пространствах )1,1(), −pG .  

Теорема 0.0.38. Пусть весовая функция   принадлежит классу 

Макенхоупта )1,1(−pA . Тогда система экспонент   Zn

xine 

  образует базис в 

пространстве )1,1(), −pG . 

Также справедлива   

Теорема 0.0.39. Пусть весовая функция   принадлежит классу )1,0(pA . 

Тогда система синусов   Nnnx sin  и косинусов  
+Znnxcos   образуют базис в 

пространстве )1,0(),pG , + p1 . 

В параграфе 5.4 изучается базисность собственных функций одной 

разрывной спектральной задачи для дифференциального уравнения второго 

порядка в пространстве гранд Лебега.   

Рассмотрим следующую разрывную спектральную задачу вида  
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                        0)()(// =+ xyxy  , )1,0()0,1( −x ,                                         (0.0.5) 

                                 








=+−−

+=−

==−

.0),0()0()0(

),0()0(

,0)1()1(

// mmyyy

yy

yy



                                   (0.0.6)  

Определим в CG p − )1,1()  
соответствующий задаче (0.0.5), (0.0.6) 

линеаризующий
 
оператор L  по формуле ))0()0(,()ˆ( //// +−−−= uuuuL  с областью 

определения 

 )0()0(,0)1()1()),1,0()0,1((:))0(,(ˆ)( 2

) +=−==−−== uuuuGWumuuuLD p
. 

 Справедлива следующая  

Теорема 0.0.40. Система собственных векторов  
+Znnû  оператора L  

образует базис в пространстве CG p − )1,1()
, + p1 . 

В параграфе 5.5 устанавливается базисность системы собственных 

функций дифференциального оператора одной разрывной спектральной задачи 

в весовом пространстве гранд Лебега с весом общего вида. 

 Рассмотрим в весовых пространствах гранд Лебега )1,0(),pL , + p1 , с 

общим весом )( , следующую разрывную спектральную задачу вида  

                     0)()(// =+ xyxy  , )1,
3

1
()

3

1
,0( x ,                                         (0.0.7)                               

                       










=+−−

+=−==

),
3

1
()0

3

1
()0

3

1
(

),0
3

1
()0

3

1
(,0)1()0(

// myyy

yyyy



                                         (0.0.8)  

где   - спектральный параметр, m  - ненулевое комплексное число.  

Определим в пространстве CGp )1,0()  соответствующий задаче (0.0.7), 

(0.0.8) линеаризующий оператор L   по формуле  

))0
3

1
()0

3

1
(;()ˆ( //// +−−−= yyyyL ,                                      

область определения )(LD , которого состоит из 

CGWmyyy p 







= ))1,

3

1
()

3

1
,0(()

3

1
(;ˆ 2

)  
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удовлетворяющее условиям 0)1()0( == yy , )0
3

1
()0

3

1
( +=− yy .  

Имеет место следующая 

 Теорема 0.0.41. Пусть весовая функция   принадлежит классу )1,0(pA . 

Тогда система  
+Znnŷ
 
из собственных функций оператора L  образует базис в 

пространстве CG p )1,0(), , + p1 . 

Также установлена следующая 

 Теорема 0.0.42. Пусть весовая функция   принадлежит классу )1,0(pA ,  

+ p1 . Справедливы следующие утверждения: 

1) если из системы    
Nniniyy

=


;2,1,0
 исключить произвольную функцию 

)(
0,2

xy
n

, соответствующее простому собственному значению, то полученная 

система образует базис в пространстве )1,0(),pG ; 

2)  если из системы    
Nniniyy

=


;2,1,0
 исключить произвольную функцию 

)(
0,1

xy
n

, то полученная система не является базисом в )1,0(),pG . При этом эта 

система не полна и не минимальна в )1,0(),pG . 

В параграфе 5.6 получены аналоги теорем Коровкина и их статистические 

варианты в пространствах гранд Лебега.  

Глава VI, состоящая из четырех параграфов, посвящена классам гранд 

Харди, разрешимости задач Римана в классах гранд Харди, и базисности 

возмущенной системы экспонент в пространствах гранд Лебега.  

В параграфе 6.1 определяется класс гранд Харди, доказываются аналоги 

теорем Рисса, Смирнова и теорема о представлении функции по формуле Коши 

в этих классах. 

Пусть  1: == zCz  - единичная окружность и  int= . Определим 

пространство гранд Харди +

)pH , 1p , аналитических в    функций f ,  

удовлетворяющих условию 

+=


+ )
10

)(sup
) pr

r
H

ff
p

, )()( it

r reftf = . 
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 Следующая теорема показывает, что норму в классе гранд Харди можно 

определить через норму граничной функции.  

 Теорема 0.0.43. Всякая функция + )pHf , 1p , имеет почти всюду на   

граничные значения )(+f  по некасательным путям, )2,0() pLf +  и имеет 

место 
)1)

)(lim)(
pr

rp
ff =

→

+ .                                       

Вторая часть теоремы Рисса имеет место при дополнительном условии.  

 Теорема 0.0.44. Пусть + )pHf , 1p . Тогда соотношение 

0)()(lim
)1
=− +

→ p
r

r
ff  выполняется в том и только в том случае, когда имеет 

место 0)(lim

2

0
0  =

−
+

+→





 dttf

p

.                  

В следующей теореме устанавливается формула Коши для функций 

класса гранд Харди.   

Теорема 0.0.45. 1) Если + )pHf , + p1 , то имеет место формула 

Коши  

                                 







d
z

f

i
zf  −
=

+ )(

2

1
)( , z .                                   (0.0.9) 

2) Если )2,0() pLf + , + p1 , то функция f , определенная по формуле 

(0.0.9), принадлежит классу +

)pH .   

В параграфе 6.2 находится общее решение однородной задачи Римана в 

классах гранд Харди.   

Пусть функция )(zf  аналитична вне единичного круга   и имеет 

конечный порядок на бесконечно удаленной точке, т. е. Лорановское 

разложение )(zf  в окрестности бесконечно удаленной точки имеет вид   

k
m

k

k zazf 
−=

=)( , →z . 

Если правильная часть 
k

k

k zazf 
−

−=

=
1

0 )(  такая, что +







)0

1
pH

z
f , 1p , то будем 

говорить, что f  принадлежит классу −

)pm H , 1p . 
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Рассмотрим следующую однородную задачу Римана в классах −+  )) pmp HH :  

                                             0)()()( =− −+  FGF ,   ,                                  (0.0.10)      

где )(G  - заданная на   измеримая функция. Под решением задачи понимается 

любая пара функций  и  принадлежащих классам  и  

соответственно, граничные значения , которых почти всюду на 

окружности  удовлетворяют равенству (0.0.10). 

Пусть )(arg)( iteGt = , ];[ −t , и )(z  - каноническое решение 

однородной задачи (0.0.10).  

Относительно общего решения задачи Римана (0.0.10) справедлива 

 Теорема 0.0.46. Пусть коэффициент G  задачи Римана (0.0.10) 

удовлетворяет условиям:  

i) ),()(1 − 

 LeG it ; 

ii) )(t  - кусочно гельдерова на отрезке ],[ − , )()()( 10 ttt  += , где )(0 t  - 

непрерывная часть )(t , )(1 t  - функция скачков )(t  в точках разрыва 

 − rsss ......21 , т. е.  

0)(1 =− , 


=
kstk

kht
:

1 )( , ],( −t , 

где )0()0( −−+= kkk ssh  , rk ,1= . 

iii)  последовательность  r

kh
0
, )()(0  −−=h   удовлетворяет условию:  

                                                
p

h

q

k 1

2

1
−


, rk ,0= .                                        

Тогда о разрешимости задачи (0.0.10) в классах , , справедлива: 

)  при 0m  задача (0.0.10) имеет общее решение вида )()()( zPzzF k= ,                                           

где   )(zPk  - произвольный многочлен степени mk  ; 

)  при 0m  задача (0.0.10) имеет тривиальное решение 0)( =zF . 

 В параграфе 6.3 находится общее решение неоднородной задачи Римана в 

классах гранд Харди. 

)(zF + )(zF − +

)pH −

)pm H

)(F



−+  )) pmp HH 1p
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Рассмотрим следующую неоднородную задачу Римана в классах −+  )) pmp HH

:  

                                        )()()()(  fFGF =− −+ ,   ,                               (0.0.11)      

где )() pLf  ,  1p , )()(1  

  LG  - заданные функции. Под решением задачи 

понимается любая пара функций )(zF +  и )(zF −  принадлежащих классам +

)pH  и 

−

)pm H  соответственно, граничные значения )(F , которых почти всюду на 

окружности   удовлетворяют равенству (0.0.11).  

 Основным результатом параграфа является  

 Теорема 0.0.47. Пусть выполнены условия теоремы 0.0.46, p

hk 1

2



 , 

rk ,0= . Тогда о разрешимости задачи (0.0.11) в классе −+  )) pmp HH , 1p , имеет 

место: 

)  при 1−m  задача (0.0.11) имеет общее решение вида      

)()()()( 1 zFzPzzF k +=  ,  где   )(zPk  - многочлен степени mk   (при 1−=m , 

0)( =zPk )  и  )(1 zF  - функция, определенная по формуле  

 −


=

−+



 





d

z

f

i

z
zF

1

1

)]()[(

2

)(
)(  ;                          

)  при 1−m  задача (0.0.11) разрешима тогда и только тогда, когда 

правая часть ),()( )  − pLf , 1p , удовлетворяет условию ортогональности  

    
−

+
=







0
)(

)(
dte

e

ef ikt

it

it

, 1,1 −−= mk ,                                

при этом задача (0.0.11) имеет единственное решение )()( 1 zFzF = .  

В параграфе 6.4 доказывается ограниченность сингулярного оператора в 

весовом подпространстве ),(),  −pG  и базисность возмущенной системы 

экспонент в ),() −pG .  

Пусть +→− R],[:   - некоторая весовая функция и T  - оператор 

отождествления, определенный по формуле )()( iteftTf = , ],[ −t . Пусть  
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)(), pG  образ ),(),  −pG  при отображении 
1−T . В следующей Лемме 

доказывается инвариантность  относительно сингулярного оператора  









 d
t

f

i
tfS  −
=

)(

2

1
))(( . 

Имеет место следующая 

Лемма 0.0.2. Пусть функция   принадлежит классу Макенхоупта 

),( −pA .  Тогда оператор S  ограниченно действует в )(), pG , 1p . 

Основным результатом этого параграфа является следующая теорема  

о базисности системы
 

  Zn

tsignnnieE 

−= )( 


  в пространстве ),() −pG . 

Теорема 0.0.48.  Пусть Z
p
+

1
Re2  , + p1 . Тогда система E  

образует базис в ),() −pG , тогда и только тогда, когда 0
1

Re2 =







+

p
  (   - 

целая часть R ).  

Дефект E  равен 







+=

p
Ed

1
Re2)(  , а именно: при 0)( Ed  система E  

не полна, но минимальна в ),() −pG ; при 0)( Ed  система E  полна, но не 

минимальна в ),() −pG . 

В заключении автор выражает глубокую и искрению благодарность 

научному консультанту чл.-корр. НАНА, д.ф.-м.н., проф. Билал Тельман оглы 

Билалову за постановку задач и постоянное внимание к работе.  

)(), pG
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ГЛАВА I. 

b -БЕССЕЛЕВЫ И b -ГИЛЬБЕРТОВЫ СИСТЕМЫ 

 

 Понятия бесселевых и гильбертовых систем для пары биортогональных 

систем в пространстве 2L    были введены Н.К.Бари [5] в 1951 г. В [5] доказаны 

критерии бесселевости и гильбертовости систем, базисов Рисса и изучены связи 

между ними.  В дальнейшем понятия бесселевых систем, гильбертовых систем 

и базиса Рисса были обобщены в различных направлениях на банаховы 

пространства в работах Б.Е.Вейца [17], З.А.Чантурия [104], I.Singer [216], 

Б.Т.Билалова и З.Г.Гусейнова [14] и П.А.Терехина [69]. Следует отметить, что в 

работах [14] и [69] в качестве пространства 2l  рассматривается некоторое 

банахово пространство K  числовых последовательностей, в котором система 

канонических ортов образует базис.  В работе [14] для пары биортогональных 

систем в банаховых пространствах введены понятия K -бесселевых систем, K -

гильбертовых систем и K -базиса, которые обобщают соответствующие 

классические понятия, относительно которых получены все соответствующие 

результаты Н.К.Бари. В работе [69] введено понятие бесселевых 

последовательностей в банаховых пространствах относительно K  и обобщены 

критерий бесселевости Н.К.Бари и теорема Шура. Бесселевы системы и базисы 

Рисса в банаховых пространствах также изучались в работах O.Christensen 

[109], P.G.Casazza, O.Christensen и D.T. Stoeva [111]. 

 В данной главе введены понятия b -бесселевых,  b -гильбертовых 

последовательностей и b -базиса Рисса в гильбертовых и банаховых 

пространствах относительно банахова пространства последовательностей 

векторов и установлены их характеризации. Эти же понятия введены для 

системы линейных ограниченных операторов, не используя понятия 

минимальности и аналоги классических результатов получены в этом случае. 

Также изучены несчетные бесселевы, гильбертовы системы и безусловные 

базисы в несепарабельных банаховых пространствах относительно банахова 

пространства систем скаляров.  
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1.1. Некоторые понятия и вспомогательные факты 

 

Сначала приведем некоторые стандартные обозначения, которыми будем 

пользоваться в дальнейшем изложении. Пусть X  и Y  - банаховы пространства, 

*X  - сопряженное пространство к пространству X , ),( YXL  - пространство всех 

линейных ограниченных операторов действующих из X  в Y , ),( YX  - 

пространство вполне непрерывных операторов, KerT  и TIm  ядро и образ 

оператора  YXТ →: , *T  - сопряженный оператор к оператору ),( YXLT  , I  -

тождественный оператор, H),(   - скалярное произведение в гильбертовом 

пространстве H , A  - замыкание множества XA  , )(AL  -  линейная оболочка 

множества XA  , nk   - символ Кронекера,  
Nnn 

  - каноническая система, т. е. 

 
Nknkn 

=  ,  N , Z , +Z , R , C  - множество натуральных, целых, целых 

неотрицательных, действительных, комплексных чисел соответственно. 

Пусть X , Y  и Z  - банаховы пространства. Рассмотрим билинейное 

отображение ZYXyxb →:),( , удовлетворяющее условию  

     0,  mM :  
YXZYX

yxMyxbyxm  ),( , Xx , Yy .                (1.1.1) 

Пусть YY 0  некоторое множество. Обозначим через )( 0YLb  совокупность 

всевозможных конечных сумм вида  ),( n

n

n yxb , где Xxn  , 0Yyn  .   

Определение 1.1.1 ([8]). Система   Yy
Nnn 


 называется b -полной в Z , 

если  
_____________

)(
Nnnb yL


= Z . Система  

Nnny
  Y  называется b -минимальной в Z , если 

Xx )0( x ,  Nk   выполняется условие  
_________________

,
)(),(

knNnnbk yLyxb


 . Системы  
Nnny



 Y  и    ),(* XZLy
Nnn 


   называются  b - биортогональными, если  Nnk  , , Xx  

имеет место xyxby nkkn =)),((* , при этом  
Nnny



*  называется  b - 

биортогональной системой к  
Nnny


. 
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Система   Y
Nnn 


  называется  - b -линейно независимой  в Z , если из  

0),(
1

=


=n

nnxb 
 
следует, что 0=nx  , Nn  .  

Система   Y
Nnn 


  называется b -базисом в Z , если для Zz   

существует единственная последовательность   Xx
Nnn 

 , такая, что  




=

=
1

),(
n

nnxbz  .  

Справедлив критерий b -базизности систем.   

Теорема 1.1.1 ([8]). Система   Y
Nnn 




 является b -базисом в  Z  тогда и 

только тогда, когда выполнены условия: 

1)  
Nnn 

  - b -полна в Z ; 

2)  
Nnn 

   имеет b -биортогональную систему  
Nnn 

* ; 

3) система проекторов ))),(()(
1

*
=

=
n

k

kkn zbzP   равномерно ограничена, т. е. 

0M : zMzPn )( , Nn . 

Пусть X̂  - некоторое банахово пространство последовательностей  

 
Nnnxx


=ˆ , Xxn  , с покоординатными линейными операциями. Пространство X̂  

назовем KB -пространством, если линейные операторы XXen
ˆ:ˆ → , 

 
Niinn xxe


= )(ˆ ,  XXen

ˆˆ: → ,  
Nininn xxe


= )ˆ( , XXn →ˆ:̂ , 

nn xx =)ˆ(̂ ,   Xxx
Nnn

ˆˆ =
 , 

Xx , ограничены. KB -пространство X̂  назовем CB -пространством, если 

подпространства   knxXxE nk == ,0:ˆˆ  образуют базис в X̂ , т. е. для  
Nnnxx


=ˆ

 

справедливо  

  
  0ˆlim

ˆ1

=−
=


→

X

n

k
Nikik

n
xx  .                                          

Справедлива следующая  
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 Лемма 1.1.1. Пространство *X̂  сопряженное к CB -пространству X̂  

изометрически изоморфно банаховому пространству Ŷ  последовательностей 

  ** Xx
Nnn 


, с конечной нормой  

  


==


=
1

*

1ˆ
ˆ

* )(sup
n

nn
x

YNnn xxx . 

 Доказательство. Возьмем произвольный ** ˆˆ Xx  . Положим ))(ˆ(ˆ)( ** xexxx nn =

, Xx . Ясно, что ** Xxn  . Для  
Nnnxx


=ˆ  согласно равенству )ˆ(ˆ

1

xex
n

n
+

=

=

 

получим )ˆ(ˆ)( *

1

* xxxx
n

nn =
+

=

, т. е.   Yx
Nnn

ˆ* 
 . Пусть теперь   Yx

Nnn
ˆ* 

 . Рассмотрим 

функционал *x̂  по формуле 
+

=

=
1

** )()ˆ(ˆ
n

nn xxxx . Имеем 

 
YNnn

n

nn
xx

xxxxxx
ˆ

*

1

*

1ˆ

*

1ˆ

* )(sup)ˆ(ˆsupˆ


+

===

===  , 

 т. е.  
** ˆˆ Xx  . Лемма доказана.  

 Лемма 1.1.2. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство. Тогда 

сопряженное пространство  *X̂  является CB -пространством. 

 Доказательство. Покажем, что подпространства  knxXxE nk == ,0:ˆˆˆ ****
 

образуют базис в X̂ . Для этого согласно критерию базиса из подпространств 

([8], стр. 231) достаточно показать полноту, минимальность системы 

порождённых проекторов 
** ˆˆ: nn EXP → ,  

Nkknkn xxP


= **)ˆ(   и равномерную 

ограниченность последовательности 
=

=
m

n

nm PS
1

. Ограниченность проекторов nP  

вытекает из следующего неравенства  

**

1ˆ

*

1ˆ

*

1ˆ

* ˆ))ˆ((ˆsup)(sup)ˆ)(ˆ(sup)ˆ( xexexxxxxPxP nn
x

nn
x

n
x

n ===
===

. 

Пусть   Xxx
Nnn

ˆˆ =
  такой, что 0))ˆ(ˆ( * =xxPn  при любом Nn . Это означает, что 

0=nx  при любом Nn  и значит 0ˆ =x , т.е. система   
NnnP

  полна в *X̂ .  Система 

 
NnnP

  минимальна в *X̂ , ибо nnkkn PPP = . Для каждого Xx ˆˆ  и ** ˆˆ Xx   получим   
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+= 
==

)ˆ,ˆ()()ˆ)(ˆ( *

1

*

1

* xxMxxxxP
m

n

nn

m

n

n , 

 где )ˆ,ˆ( * xxM  - постоянная зависящая только от 
*x̂  и x̂ . Последнее соотношение 

вытекает из сходимости ряда 
+

=1

* )(
n

nn xx . Применяя дважды теорему о 

равномерной ограниченности, получим 
=

m

k

kP
1

 M .  Рассмотрим операторы 

** ˆ:ˆ XXPn → ,  
Niinn xxP


= ** )(ˆ  , и  **ˆ:ˆ XXQn → , ** )ˆ(ˆ

nn xxQ = , ,   *** ˆˆ Xxx
Nnn =


, 

** Xx  .  Имеем  

**

1ˆ

* ˆ)(sup)(ˆ xxxxP nn
x

n =
=

,  

**

1

* ˆˆ)(sup)ˆ(ˆ xexxxQ nn
x

n =
=

. 

Таким образом,   *ˆ
kE

 образует базис, и значит, *X̂  становится CB -

пространством. Лемма доказана.  

   

1.2. b -бесселевы и b -гильбертовы системы в  

гильбертовых пространствах 

 

Пусть X  и  H  - гильбертовы пространства, Y - банахово пространство и 

HYXb →:  билинейное отображение, удовлетворяющее условию (1.1.1). 

Несложно показать, что при фиксированных Hh  и Yy  выражение 

)),,(()(, hyxbxf yh =  определяет линейный непрерывный функционал в X . По 

теореме Рисса существует единственный элемент Xyhb ),( , такой, что   

                     )),(,()),,(( yhxhyxb b= , Xx , Hh , Yy .                           (1.2.1) 

Из линейности отображения ),( yxb  и скалярного произведения следует, что 

элемент ),( yhb  линеен по Hh  и имеет место соотношение  

HY
x

b
x

Xb hyMhyxbxyhyh ==
==

)),,((sup)),,((sup),(
11

 , 

где M - постоянная из условия (1.1.1).  
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 Определение 1.2.1. Системы  
Nnny

  Y  и   
Nnny



*
 Y   назовем  b - 

биортогональными в H , если  Xx  

xyyxb nknkb  =)),,(( *
, Nnk  , . 

Пусть системы   Yy
Nnn 


  и    Yy

Nnn 


*

 b - биортогональны в H  и X̂ - KB -

пространство. Следующее понятие обобщает понятие бесселевых систем в 

гильбертовых пространствах.  

Определение 1.2.2. Систему  
Nnny


 назовем b -бесселевой  (

X
b ˆ -бесселевой) 

в H  относительно пространства X̂ , если при любом Hh ,   Xyh
Nnnb

ˆ),( * 


 .  

Пусть X̂  - CB -пространство с каноническим базисом  
Nnne


.  

Имеет место следующий критерий 
X

b ˆ -бесселевости систем.  

Теорема 1.2.1. Для того,  чтобы система  
Nnny


  была  

X
b ˆ -бесселевой  в H  

необходимо, а в случае b -полноты системы  
Nnny


, и достаточно, чтобы   

)ˆ,( XHLT  :  
Niinn xyxbT


= )),(( , Xx , Nn .  

 Доказательство. Необходимость.  Пусть система  
Nnny


 является 

X
b ˆ -

бесселевой в H . Рассмотрим последовательность операторов mT  по формуле  

 ( )
=


=

m

k
Nnnbkm yhehT

1

* ),( , Nm .                                                    

В силу того, что  
Nnne


 - канонический базис, то hTm

m →
lim  существует, и тем 

самым последовательность  
NmmhT


  ограничена. Из принципа равномерной 

ограниченности следует, что последовательность  mT  ограничена.  Определим 

оператор T ,  по формуле  
Nnnbm

m
yhhTTh


→

== ),(lim * . Очевидно, что   )ˆ,( XHLT  , 

причем 

   
NkknNkknbn xyyxbyxbT


==  )),,(()),(( *

, Xx , Nn . 

 Достаточность.  Пусть система  
Nnny

  b -полна и  существует оператор 

)ˆ,( XHLT  :  
Nkknk xyxbT


= )),((  для Xx , Nn . Для Nn  получим  
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  xxyxbT knNiinknk  ==


)(ˆ)),((ˆ , Nnk  , .  

С другой стороны, для Xx  имеем  xyyxb nknkb  =)),,(( *
, Nnk  , . Отсюда в 

силу b -полноты системы  
Nnny


 получаем, что ),(ˆ *

nbn yhTh  = , Hh , Nn . 

Поскольку XTh ˆ , то из ),(ˆ *

nbn yhTh  =
 получаем, что   XyhTh

Nnnb
ˆ),( * =


 . 

Теорема доказана.  

 Из доказанной теоремы вытекают следующие 

 Следствие 1.2.1. Пусть  
Nnny


  является 

X
b ˆ -бесселевой системой в H . 

Тогда существует положительное число B  такое, что  

  hByh
Nnn 


),( * , Hh . 

 Следствие 1.2.2. Пусть системы  
Nnny


 и    

Nnny


*
b -полны в H . Тогда,  

для того, чтобы система  
Nnny


  была  

X
b ˆ -бесселевой  в H  необходимо и 

достаточно чтобы 0B : для любого конечного  nx  из X̂   

                                                  
 

Hn

nnXn yxbBx  ),(ˆ
.                                   (1.2.2)       

 Пусть 1Y  - банахово пространство, 1H  - гильбертово пространство и 

111 :),( HYXyxb →  ограниченное билинейное отображение. Пусть система  

  1Y
Nnn 


   имеет 1b -биортогональную систему   1

* Y
Nnn 


  и образует 1b -базис в 

1H  с пространством последовательностей из коэффициентов X̂ . Пусть K  - 

изоморфизм пространств X̂  и 1H .  

Справедлив следующий критерий   
X

b ˆ -бесселевости систем. 

Теорема 1.2.2.  Для того,  чтобы система  
Nnny


 была 

X
b ˆ -бесселевой  в 

H  необходимо, а в случае b -полноты системы  
Nnny

  в H ,  и достаточно, 

чтобы  ),( 1HHLT  : ),()),(( 1 nn xbyxbT = , Xx , Nn . 

Доказательство. Необходимость.  Пусть система  
Nnny


 является 

X
b ˆ -

бесселевой в H . По Теореме 1.2.1 следует, что существует оператор 
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)ˆ,(1  XHLT :  
Niinn xyxbT


= )),((1 , Xx , Nn . Положив 1KTT =  получаем, что 

),( 1HHLT   и ),()),(( 1 nn xbyxbT = , Xx , Nn .  

 Достаточность.  Пусть существует оператор ),( 1 HHLT   такой, что  

),()),(( 1 nn xbyxbT = , Xx , Nn . Для Xx , Nkn ,  имеем     

)),,(())),,((( **

1 nkbnkb yyxbyxbT  = . 

Отсюда в силу b -полноты   
Nnny


,  получаем, что  ),(),( **

1 nbnb yhTh  = для 

Hh  и Nn .  Для Hh  имеем     
= XThyh

NnnbNnnb
ˆ),(),( **

1
 . Теорема 

доказана.  

 Следствие 1.2.3.  Пусть система  
Nnny


 Y b -полна в H . Тогда  для 

того, чтобы система  
Nnny


  была  

X
b ˆ -бесселевой  в H , необходимо и 

достаточно,  чтобы  оператор  →


XXA
X

ˆˆ:ˆ   определенный выражением  

                           Nkn

knnbX
yxbxA





= 







= 


1

*

ˆ )),,((ˆ  ,  
Nnnxx


=ˆ ,                                 (1.2.3) 

был ограниченным в X̂ .    

 Пусть выполнено условие ),()( XHLY = , ),())(( yhhy bb =  и ),( 1HHLT  . 

Тогда можно определить оператор YYTb →1

* :
1  

по выражению 

))(,()),(( *
11


bbb ThhT = , Hh .  

В следующей теореме устанавливается критерий существования b -

базиса в гильбертовом пространстве и b -бесселевость системы относительно 

пространства последовательности его коэффициентов.   

Теорема 1.2.3. Пусть ),()( XHLYb =  и ),()( 111
XHLYb = . Для того,  

чтобы существовал   1Y
Nnn =


  1b -базис в 1H  такой, что b -полная 

система  
Nnny


была 

X
b ˆ -бесселевой  в H , необходимо и достаточно чтобы  

существовали операторы ),( 1HHLT    и 1: YYA → :   

1)  0* =KerT ,  
**** )(

1 nnbb yyTAT = ,  Nn ;  
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 2)  
1

1

1

1

** ))),)(,(((
H

H

m

k

kkbb hCyyTAhbT 
=

 ,  1Hh , 

где 0C - некоторая постоянная. 

 Доказательство. Необходимость.  Пусть система   1Y
Nnn 


  образует 1b -

базис в 1H  с 1b -биортогональной  системой  
Nnn 

*  и пространством 

последовательностей коэффициентов 
X̂ , а система  

Nnny
  является 

X
b ˆ -

бесселевой в H .  В силу Теоремы 1.2.2, существует оператор ),( 1HHLT   такой, 

что ),()),(( 1 nn xbyxbT = для Xx , Nn . Следовательно,  

                                       
))),,(())),,((( **

1 nkbnkb yyxbyxbT  = .                                (1.2.4) 

Из b - биортогональности  
Nnn 

  в H  следует, что  
Nnn 

  b -минимальна в H  

([8], стр. 153). На самом деле, если  Nk  0 , Xx )0( x  
_________________

,1 )(),(
010 knNnnbk Lxb


  , 

то 0)),,(( *

11 00
=kkxb  , что противоречит равенству xxb kkb =)),,(( *

001
 . Поэтому из 

неравенства  

000
),(),(),( 111 kkkkkk xMxbxbxb  −−=−  

и 1b -минимальности в 1H  системы  
Nnn 

  вытекает  минимальность  
Nnn 

  в 1Y . 

Определим на   )(
1 NnnbL


  линейный оператор 1: YYA →  по формуле *

nnA  = , 

Nn . Корректность определения оператора A  следует из минимальности 

системы  
Nnn 

 . Поскольку система   
Nnny


b -полна в H , то  из (1.2.4) следует, 

что ),(),( **

1 nn yhTh  =  для Hh  и Nn , т. е. 
***

1 nnb yT =  . С другой стороны,  

))(,()),((),( ***

11 nbbnbnb yThyhTh  == , 

т. е. nnb yT =** )( . Следовательно, **** )(
1 nnbb yyTAT = .  Учитывая  1b -полноту в 1H  

системы  
Nnn 

  получаем, что 1Im HT = , т. е. ( )  0Im =
⊥

T . Таким образом, 

( )  0Im* ==
⊥

TKerT . Далее, в силу критерия 1b -базисности  
Nnn 

   существует  

некоторая постоянная 0C :  
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1

1

1

1

1

1

*

1

1

** )),,(())),)(,(((
H

H

m

k

kkb

H

m

k

kkbb hChbyyTAhbT = 
==

 ,  1Hh . 

Достаточность.   Пусть существуют операторы  ),( 1HHLT    и 1: YYA →   

удовлетворяющие  условиям 1) и 2). Определим систему  
Nnn 

  согласно 

выражению nnb yT =** )( . Тогда  ),()),(( 1 nn xbyxbT = , Xx , Nn . Установим 1b -

базисность в 1H  системы  
Nnn 

 . Положим *

nnA  = , Nn . Тогда согласно 

условию  **** )( nnbb yyTAT = получим  

)),,(()),,(())(),,(( *

1

***

11 nkbnkbnbbkbnk xbAyxTbyTATyxbx  === , 

т. е. системы  
Nnn 

  и  
Nnn 

* 1b - биортогональны в 1H . Покажем, что система  

 
Nnn 

  1b - полна в 1H . Пусть 1Hh  такой, что   )(
1 NnnbLh


⊥  . Тогда для Xx  

и Nn  получим  

)),(,()),(,()),(,(0 *

1 nnn yxbhTyxTbhxbh ===  . 

Отсюда, из b -полноты системы  
Nnny


 следует, что 0* =hT . Однако,  0* =KerT , 

и значит 0=h , т. е. система  
Nnn 

 1b - полна в 1H .  Из условия 2) следует 

равномерная ограниченность последовательности проекторов )),,((
1

*

1 1 k

m

k

kb hb 
=

, 

Nm .  Действительно,  

1

1

1

1

1

1

**

1

*

1 ))),)(,((()),,((
H

H

m

k

kkbb

H

m

k

kkb hCyyTAhbThb = 
==

 . 

Таким образом, в силу Теоремы 1.1.1 система  
Nnn 

  образует 1b -базис в 1H . 

Остальная часть доказательства следует из Теоремы 1.2.2. Теорема доказана. 

Следующее понятие обобщает понятие гильбертовых систем в 

гильбертовых пространствах.  

Определение 1.2.3. Систему  
Nnny


 назовем b -гильбертовой (

X
b ˆ - 

гильбертовой) в H относительно X̂ , если Xx ˆˆ , Hh :  xyh
Nnnb

ˆ),( * =


 . 

Пусть X̂  - CB -пространство с каноническим базисом  
Nnne


. Приведем 

критерий 
X

b ˆ -гильбертовости систем.  
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Теорема 1.2.4.  Для того,  чтобы система  
Nnny


  была  

X
b ˆ - гильбертовой 

в H  достаточно, а в случае b -полноты системы  
Nnny



* , и необходимо, чтобы  

),ˆ( HXLT  :   ),()( nNiin yxbxT =


 , Xx , Nn . 

 Доказательство. Достаточность. Пусть существует оператор ),ˆ( HXLT  : 

  ),()( nNiin yxbxT =


 , Xx , Nn . Возьмем Xx ˆˆ  и напишем его разложение 

по каноническому базису  
Nnne


 в виде )ˆ(ˆ

1

xex
n

n


=

= .  Тогда 


+

=



=

==
11

),())ˆ((ˆ
n

nn

n

n yxbxeTxT .  

Положим 
+

=

=
1

),(
n

nn yxbh . Очевидно, что nnb xyh = ),( . Таким образом, система 

 
Nnny


  является 

X
b ˆ - гильбертовой в H . 

Необходимость. Пусть система  
Nnny


 является 

X
b ˆ - гильбертовой в H , а 

система  
Nnny



*

 b -полна в H . Следовательно, Xx ˆˆ  Hh :  xyh
Nnn

ˆ),( * =


 . 

Такой элемент Hh  единственный. В самом деле, пусть существует другой 

Hh 1 такой, что   xyh
Nnnb

ˆ),( *

1 =


 . Тогда 0),( 1 =− 

nb yhh , для Nn . Отсюда в 

силу b -полноты системы  
Nnny



*  в H  получаем 1hh = . Определим оператор T  по 

формуле hxT =ˆ . Линейность оператора T  очевидна. Покажем его 

ограниченность. Для этого достаточно проверить замкнутость T . Пусть 

последовательность   Xxx
Nn

m

n

m ˆˆ )()( =
  такая, что 

0ˆˆ )( →− xx m
, 0)ˆ( )( →− hxT m

, 

при →m , где  
Nnnxx


=ˆ . Из 

)(*)( )),ˆ(( m

nn

m

b xyxT = , 0)( →− n

m

n xx  и 

0),()),ˆ(( )( →− whwxT b

m

b   при →m ,  следует, что nnb xyh = ),( , т. е. hxT =ˆ , и 

тем самым, оператор T  замкнут. Очевидно, что имеет место соотношение 

  ),()( nNiin yxbxT =


 , Xx , Nn . Теорема доказана.  
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 Следствие 1.2.4. Пусть системы  
Nnny


 и   

Nnny


*

 b -полны в H . Для того  

чтобы система  
Nnny


 была  

X
b ˆ - гильбертовой в H , необходимо и достаточно, 

чтобы 0A  , что для любой конечной  последовательности   nx   

                                             
 

Xn

Hn

nn xyxbA ˆ),(  .                                        (1.2.5)    

 Следствие 1.2.5. Пусть система   образует -базис в  с -

биортогональной системой  . Для того, чтобы система  
Nnny


  была 

X
b ˆ

-гильбертовой в H  достаточно, а в случае b -полноты системы  
Nnny



* , и 

необходимо ),( 1 HHLT  : ),()),(( 1 nn yxbxbT = , Xx , Nn . 

 В следующей теореме устанавливается связь между бесселевостью и 

гильбертовостью системы в гильбертовом пространстве.  

Теорема 1.2.5. Пусть системы  
Nnny

  и  
Nnny



*
b -полны в H  . Тогда, для 

того чтобы система  
Nnny


  была  

X
b ˆ -гильбертовой в H  необходимо и 

достаточно, чтобы   
Nnny



*   была *X̂
b -бесселевой в H . 

Доказательство.  Необходимость. Пусть  
Nnny


является 

X
b ˆ -гильбертовой 

в H . Тогда по Теореме 1.2.4 существует оператор ),ˆ( HXLT  : 

  ),()( nNiin yxbxT =


 , Xx , Nn . Для Xx  получим 

)),,(()),(,())(ˆ,())(ˆ,( * xyhyxbhxeThxehT nbnnn === , Hh , 

т. е.  
Nnnb yhhT


= ),(*  . Очевидно, что  

Niinn xyxbT


= ),( ** . Так как 
*X̂  является  CB

-пространством, в силу Теоремы 1.2.1  
Nnny



*   является *X̂
b -бесселевой в H . 

Достаточность. Пусть система  
Nnny



*   является *X̂
b -бесселевой в H . 

Согласно критерию *X̂
b -бесселевости системы  

Nnny


*  существует оператор 

)ˆ,( *XHLT  :  
Niinn xyxbT


= )),(( *

, Xx , Nn . Для   *ˆˆ Xxx
Nnn =

  получим 

  )),ˆ(,()ˆ)),,(()ˆ)),,((()ˆ),((),( *****

nbnnNiinn yxTxxTyxbxyxbTxxxx  ====


. 

  Y
Nnn 


 b H b

 
Nnn 

*
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Отсюда следует, что 
nnb xyxT =),ˆ( **  и в силу b -полноты в H  системы  

Nnny


*

имеет место соотношение   ),(*

nNiin yxbxT =


 . Таким образом из Теоремы 1.2.4 

следует, что  
Nnny


  является 

X
b ˆ -гильбертовой в H . Теорема доказана.  

Из этого результата, Следствия 1.2.3 и Теоремы 1.2.3 непосредственно 

следуют  

 Теорема 1.2.6. Пусть система   Y
Nnn 


   образует b -базис в H  с b -

биортогональной системой  
Nnn 

* , b -биортогональные системы  
Nnny


 и  

 
Nnny



*
b -полны в H . Тогда для того, чтобы  

Nnny


  была  
X

b ˆ -гильбертовой в 

H , необходимо и достаточно, чтобы оператор  →


XXA
X

ˆˆ:ˆ : 

                                   Nkn

knnbX
yxbxA





= 







= 


1

*

ˆ )),,((ˆ  ,  
Nnnxx


=ˆ ,                        (1.2.6) 

был ограниченным в X̂ .    

Теорема 1.2.7. Пусть ),()( XHLYb =  и ),()( 111
XHLYb = . Для того чтобы 

существовал   1Y
Nnn =


  1b -базис в 1H  такой, что b -полная система  

Nnny


 

была 
X

b ˆ -гильбертовой в H , необходимо и достаточно чтобы существовали 

операторы ),( 1 HHLT    и YYA →1: :  

1)  0* =KerT ,  nnbb yyTAT =****

1
)( ,  Nn ;  

 2)  
1

1

1

1

**** ))),)(,(((
H

H

m

k

kkbb hCyyTAhbT 
=

 ,  1Hh , 

 где 0C - некоторая постоянная. 

 

1.3. b -базисы Рисса в гильбертовых пространствах 

 

Пусть X  и  H  - гильбертовы пространства, Y - банахово пространство и 

HYXb →:  билинейное отображение, удовлетворяющее условию (1.1.1). Пусть   

  Yy
Nnn 


  и X̂  - некоторое KB -пространство над X .  

Следующее понятие обобщает понятие базиса Рисса.  
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Определение 1.3.1. b -базис  в  назовем b -базисом Рисса 

относительно X̂
 (

X
b ˆ -базисом Рисса), если его пространство 

последовательностей коэффициентов совпадает с X̂  . 

Пусть X̂  - CB -пространство с каноническим базисом  
Nnne


. Справедлив 

следующий критерий 
X

b ˆ -базисности Рисса в H . 

Теорема 1.3.1. Пусть система  
Nnny

 b -полна в H   и имеет b -полную в 

H  b -биортогональную систему  
Nnny



* . Для того, чтобы  
Nnny


  была  

X
b ˆ -

базисом Рисса в H , необходимо и достаточно, чтобы существовал 

ограниченно обратимый оператор )ˆ,( XHLT  :  
Niinn xyxbT


= )),(( , Xx , . 

Доказательство.  Необходимость. Пусть  
Nnny


  является 

X
b ˆ -базисом 

Рисса в H . Тогда ясно, что система  
Nnny


 является одновременно 

X
b ˆ -

бесселевой и  
X

b ˆ -гильбертовой в H . В силу Теорем 1.2.1 и 1.2.4 существуют 

операторы )ˆ,( XHLT   и ),ˆ( HXLS   такие, что  
Niinn xyxbT


= )),((  и 

  ),()( nNiin yxbxS =


 , Xx , Nn . Следовательно, ),()),()(( nn yxbyxbST = . 

Отсюда согласно b -базисности  
Nnny


, получаем hhST =)( , Hh . Аналогично 

получаем, что hhTS =)( , Hh . Значит оператор T  ограниченно обратим.  

Достаточность. Пусть существует ограниченно обратимый оператор 

)ˆ,( XHLT  :  
Niinn xyxbT


= )),(( , Xx , Nn . В силу Теорем 1.2.1 и 1.2.4 

система   
Nnny


 является одновременно 

X
b ˆ -бесселевой и 

X
b ˆ -гильбертовой в H . 

Покажем, что  
Nnny


  является b -базисом в H . Возьмем произвольный Hh . 

Разложив элемент xTh ˆ=  по системе  
Nnne


 получим  

  ),()(ˆ
11

11

n

n

n

n
Nknkn yxbxTxTh 

+

=

+

=


−− ===  . 

Проверим единственность такого представления. Пусть имеет место другое 

разложение  ),(
1

n

n

n ytbh 
+

=

= . Тогда действуя на обе части последнего равенства 

оператором T ,  получим  

  Yy
Nnn 


H

Nn
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Nnnn

n

n tytbTTh


+

=

== )),((
1

, 

т. е. nn tx = , Nn . Таким образом,  
Nnny


  является b -базисом в H . Теорема 

доказана.  

Из Теоремы 1.3.1 непосредственно следуют  

Следствие 1.3.1. Пусть система  
Nnny


b -полна в H  и имеет b -полную 

биортогональную в H систему  
Nnny



* . Тогда для того, чтобы  
Nnny


  была  

X
b ˆ -

базисом Рисса в H , необходимо и достаточно, чтобы существовали числа 

0A и 0B такие, что для  nx  из X̂   

   n

n

nnn xByxbxA   ),( . 

Следствие 1.3.2. Пусть  некоторый -базис в , с 

пространством последовательностей из коэффициентов . Система    
Nnny


 

образует 
X

b ˆ -базис Рисса в H , тогда и только тогда, когда существует 

ограниченно обратимый оператор ),( 1HHLA : ),()),(( 1 nn xbyxbA = , Xx , 

Nn . 

 Следствие. 1.3.3. Пусть ),()( XHLYb =  и системы  
Nnny


 и   

Nnny


*

 b -

полны в . Тогда для того, чтобы система  
Nnny


  была 

X
b ˆ -базисом Рисса в 

H , необходимо и достаточно, чтобы оператор  определенный 

выражением  

Nkn

knnX
yxbxA





= 







= 


1

*

ˆ )),,((ˆ  ,  
Nnnxx


=ˆ , 

 был ограниченно обратим в X̂ .  

В следующей теореме дается критерий существования b -базиса Рисса в 

гильбертовом пространстве. 

Теорема 1.3.2. Пусть выполнены условия ),()( XHLYb = , ),()( 111
XHLYb =

.  Для того, чтобы существовал  1b -базис   в 1H  такой, что b -

  1Y
Nnn =


 1b 1H

X̂

H

 →


XXA
X

ˆˆ:ˆ

  Y
Nnn 
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полная система  
Nnny


 была 

X
b ˆ -базисом Рисса в H , необходимо и достаточно 

чтобы существовали ограниченно обратимый оператор ),( 1HHLT    и 

оператор 1: YYA →   :  

1)  0* =KerT ,  
**** )(

1 nnbb yyTAT = ,  Nn ;  

 2)  
1

1

1

1

** ))),)(,(((
H

H

m

k

kkbb hCyyTAhbT 
=

 ,  1Hh , 

где 0C - некоторая постоянная. 

 Доказательство. Необходимость теоремы непосредственно вытекает из 

Теорем 1.3.1 и  1.2.3.  

Достаточность. Пусть существуют ограниченно обратимый оператор 

),( 1HHLT   и оператор 1: YYA → , удовлетворяющие условиям 1) и 2).  Положим 

nnb yT =** )(  и *

nnA  = . Из Теоремы 1.2.3 следует, что система   1Y
Nnn 




образует 1b -базис в 1H ,  
Nnn 

*  является 1b -биортогональной к   1Y
Nnn 


  и 

выполняется условие ),()),(( 1 nn xbyxbT = , Xx , Nn . Тогда по Теореме 1.3.1 

 
Nnny


 образует 

X
b ˆ -базис Рисса в H . Теорема доказана.  

 

 

1.4. b -бесселевы, b -гильбертовы системы и  b -Рисс базисы в  

  банаховых пространствах 

 

Пусть X , Y  и Z  - банаховые пространства с соответствующими 

нормами, ZYXyxb →:),(  - билинейное отображение, удовлетворяющее 

условию (1.1.1). 

 Пусть X̂  - CB -пространство над X  с каноническим базисом  
Nnne


,  

  Yy
Nnn 


 и   ),(* XZLy

Nnn 


 - пара b -биортогональных систем.  

Дадим банаховы обобщения понятий бесселевых и гильбертовых систем 

для пары -биортогональных систем.  b
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Определение 1.4.1. Систему  
Nnny


 назовём  b -бесселевой в Z  

относительно пространства X̂  (
X

b ˆ -бесселевой в Z ), если Zz    Xzy
Nnn

ˆ)(* 
 . 

Определение 1.4.2. Систему   назовем  -гильбертовой в  

относительно  ( -гильбертовой в ), если  : .  

Имеет место следующий критерий 
X

b ˆ -бесселевости систем.  

Теорема 1.4.1. Для того, чтобы система  
Nnny


  была  -бесселевой в Z  

необходимо, а в случае b -полноты системы  
Nnny


, и достаточно, чтобы  

)ˆ,( XZLT  :  
Niinn xyxbT


= )),(( , Xx , Nn .  

Доказательство. Необходимость. Пусть система  
Nnny


 является -

бесселевой в Z . Тогда Zz    Xzy
Nnn

ˆ)(* 
 . Определим оператор XZT ˆ: →  по 

формуле  
Nnn zyTz


= )(* . Ясно, что  

Niinn xyxbT


= )),(( , Xx , Nn . Остается 

доказать ограниченность оператора T . Рассмотрим последовательность 

операторов )ˆ,( XZLTm   по формуле  

 ( )
=


=

m

k
Nnnkm zyezT

1

* )( , Nm .                                                    

Так как TzzTm
m

=
→

lim , по принципу равномерной ограниченности 

последовательность  mT  ограничена. Таким образом, оператор T  ограничен.   

 Достаточность.  Пусть система  
Nnny

  b -полна и существует )ˆ,( XZLT  : 

 
Niinn xyxbT


= )),(( , Xx , Nn . Для Nn  получим  

  xxyxbT knNiinknk  ==


)(ˆ)),((ˆ , Nnk  , .  

Отсюда учитывая  b -полноту  
Nnny

  получим )()(ˆ * zyzT kk = . Следовательно, 

Zz  получаем   XTzzy
Nnn

ˆ)(* =
 , т. е.  

Nnny


  является 
X

b ˆ -бесселевой в Z . 

Теорема доказана.  

 Из доказанной теоремы непосредственно вытекают следующие  

 
Nnny



*
b Z

X̂
X

b ˆ Z Xx ˆˆ Zz  
Nnn zyx


= )(ˆ *

X
b ˆ

X
b ˆ
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Следствие 1.4.1.  Пусть система  
Nnny


  является 

X
b ˆ -бесселевой в Z . 

Тогда существует положительное число B  такое, что   zBzy
Nnn 


)(*

, Zz

. 

 Следствие 1.4.2. Пусть система  
Nnny


b -полна в Z . Тогда, для того 

чтобы система  
Nnny


  была  

X
b ˆ -бесселевой в H  необходимо и достаточно 

чтобы существовало число 0B такое, что для любого конечной  nx  из X̂   

                                                    
  

n

nnn yxbBx ),( .                                         (1.4.1) 

Пусть  1Y  и 1Z  - банаховые пространства с соответствующими нормами, 

111 : ZYXb → - билинейное отображение, удовлетворяющее условию:  

            0, 11  Mm :   yxMyxbyxm 111 ),(  , Xx , 1Yy .                  (1.4.2) 

Пусть   система   1Y
Nnn 


  образует 1b -базис в 1Z  с пространством 

последовательностей из коэффициентов X̂ . Обозначим через K  - изоморфизм 

пространств X̂ и 1Z .  

Приведем критерий 
X

b ˆ -бесселевости систем.  

Теорема 1.4.2. Для того, чтобы система  
Nnny


 была 

X
b ˆ -бесселевой в Z  

необходимо, а в случае b -полноты системы  
Nnny

  в Z ,  и достаточно чтобы 

существовал оператор ),( 1ZZLT  : ),()),(( 1 nn xbyxbT = , Xx , Nn .  

Доказательство. Необходимость. Пусть система  
Nnny


 является 

X
b ˆ -

бесселевой в Z . По Теореме 1.4.1 существует )ˆ,(1  XZLT :  
Niinn xyxbT


= )),((1 , 

Xx , Nn . Следовательно, оператор 1KTT =  удовлетворяет условиям 

теоремы.  

 Достаточность.  Пусть ),( 1ZZLT  : ),()),(( 1 nn xbyxbT = , Xx , Nn . 

Тогда Xx , Nkn ,   получим  

)),(()),(()),(( 1

*

1

**

knnkknkn yxbyxxbyxbT ===  . 
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Отсюда в силу b -полноты   
Nnny


 следует, что )(** zyTz nn = . Тогда Zz  

получим     

−


== XTzKTzzy

NnnNnn
ˆ)()( 1**  . Теорема доказана.  

Следствие 1.4.3. Пусть   Y
Nnn 


  − b -базис в Z , с пространством 

последовательностей из коэффициентов 
X̂ . Тогда  для того, чтобы система 

 
Nnny


  была  

X
b ˆ -бесселевой в Z , необходимо и достаточно, чтобы оператор 

 →


XXA
X

ˆˆ:ˆ  , определенный выражением  

                                  Nkn

nnkX
xbyxA





= 







= 


1

*

ˆ )),((ˆ  ,  
Nnnxx


=ˆ ,                               (1.4.3) 

был ограниченным в 
X̂ .    

Пусть ),( 1ZZLT  . Рассмотрим ),( 1 XZLf    оператор  )()( Tzfzg = , Zz  . 

Очевидно, что из ),( 1ZZLT   и ),( 1 XZLf   следует  ),( XZLg  . Определим 

оператор *bT  по формуле gfT b =* . Итак,  )(Tzf = ))(( * zfT b , Zz  . Обозначим 

через  ),(),(,),(, ZXLybYyZXL Yb = . Если положить ),(),( 11, 11
ZXLZXL Yb = , то 

можно определить оператор 1: YYTb →  по формуле ),(),( 1 yTxbyxTb b= .  

 Имеет место критерий существования b -базиса и b -бесселевости 

системы относительно пространства последовательностей его коэффициентов.  

Теорема 1.4.3. Пусть выполнено условие ),(),( 11, 11
ZXLZXL Yb = . Тогда для 

того, чтобы существовал 1b -базис  в 1Z  такой, что b -полная 

система  
Nnny

  была 
X

b ˆ -бесселевой в Z ,  необходимо и достаточно, чтобы 

существовали операторы ),( 1ZZLT   и ),(: 11 XZLYA →  с   )(
NnnbA yTLD


=  

удовлетворяющие условиям:  

1)  0* =KerT ,  **1

nnb

b
yyATT = ,  Nn ;  

 2)  zCyzyTAbT
m

k

kkb 
=1

* ))),)(((( ,  1Zz , 

где 0C - некоторая постоянная. 

 Доказательство. Необходимость.  Предположим, что существует система 

  1Y
Nnn 


  образующая  1b -базис в 1Z  и b -полная система  

Nnny


является 
X

b ˆ -

  1Y
Nnn =
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бесселевой в Z . В силу Теоремы 1.4.2 существует оператор ),( 1ZZLT   такой, 

что ),()),(( 1 nn xbyxbT = для Xx , Nn , и имеет место равенство )()( ** zyTz nn = , т. 

е. ***1

nn

b
yT = , где  

Nnn 

*  - -биортогональная в 1Z  система к   
Nnn 

 .  С другой 

стороны, согласно условию ),(),( 11, 11
ZXLZXL Yb =  получаем, что nnb yT = .  Nn . 

Известно, что из b -биортогональности  
Nnn 

  в Z следует ее b -минимальность 

в Z , а также ее минимальность в 1Y  ([8], стр. 153).   Поэтому можно определить 

на   )(
NnnL


  линейный оператор 1: YYA →  по формуле *

nnA  = , Nn . Имеем  

nb

b

n

b

n

b

n yATTATTy
***** 111 ===  . 

Возьмем *KerTf  . Для Xx  и Nn имеем   

)),(()),((0 1

*

nn xbfyxbfT == . 

Отсюда в силу 1b -базисности в 1Z  системы  
Nnn 

  следует 0)( =zf , 1Zz . 

Значит 0=f , т. е.  0* =KerT . Наконец, по Теореме 1.1.1 существует 0C , что  

zCzbyzyTAbT
m

k

nn

m

k

kkb = 
== 1

*

1

1

)),(())),)((((  ,  1Zz . 

Достаточность.   Пусть существуют операторы ),( 1ZZLT    и 

),(: 11 XZLYA →   удовлетворяющие  условиям 1) и 2). Положим nnb yT = , и 

*

nnA  = . Ясно, что ),()),(( 1 nn xbyxbT = , Xx , Nn . Далее, системы  
Nnn 

 и 

 
Nnn 

*  -биортогональны в 1Z .  На самом деле, 

=== )),((()),(()),(( 11

*

knkbnkn yxbTAyTxbAxb 
 

xyxbyyxbyATTyxbAT nkknknb

b

kn

b  ==== )),(()),()(()),()(( *** . 

Если система  
Nnn 

 не  1b -полна в 1Z , то в 1Z  существует ненулевой линейный 

непрерывный функционал f  такой, что  0)),(( 1 =nxbf  , Nn . Тогда  

)),(()),(()),((0 *

1 nnn yxbfTyxTbfxbf ===  . 

Отсюда, из b -полноты системы  
Nnny


,  следует, что 0)(* =zfT , Zz , т. е.

0* =fT . Но по условию  0* =KerT . Поучили противоречие. Это означает, что  

 
Nnn 

  является  1b -полной в 1Z . Теперь проверим равномерную ограниченность 

1b

1b
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проекторов 
=

=
m

k

kkm zbzP
1

*

1 )),(()(  . Согласно условию 2) для 1Zz  и  Nm  

получим 

1

11
11

*

1 ))),)(((()),((
Z

zCyzyTAbTzb
Z

m

k

kkb

Z

m

k

kk = 
==

 .   

Таким образом, в силу критерия 1b -базисности, система  
Nnn 

  образует 1b -

базис в 1Z , а из Теоремы 1.4.2   
Nnny

  X
b ˆ -бесселева в Z . Теорема доказана. 

Справедлив следующий критерий 
X

b ˆ -гильбертовости систем.    

Теорема 1.4.4. Для того, чтобы система  
Nnny


  была  

X
b ˆ - гильбертовой в 

Z  достаточно, а в случае полноты системы  
Nnny



* , и необходимо, ),ˆ( ZXLT 

:   ),()( nNiin yxbxT =


 , Xx , Nn .  

 Доказательство.  Достаточность. Пусть существует оператор ),ˆ( ZXLT 

,такой, что   ),()( nNiin yxbxT =


 , Xx , Nn . Тогда для  Xx ˆˆ  учитывая 

разложение  )ˆ(ˆ
1

xex
n

n


=

=  получим  zyxbxeTxT
n

nn

n

n === 
+

=



= 11

),())ˆ((ˆ . Следовательно, 

nn xzy = )( , т. е. система  
Nnny


  является 

X
b ˆ - гильбертовой в Z .   

Необходимость. Пусть система  
Nnny


  является 

X
b ˆ - гильбертовой в Z  и 

система  
Nnny



*  полна в Z . Тогда Xx ˆˆ , Zz :   xzy
Nnn

ˆ)(* =


. Покажем 

единственность такого элемента. Если существует другой Zz  1  

удовлетворяющий условию    xzy
Nnn

ˆ)( 1

* =


, то 0)( 1 =− zzyn  для Nn . Отсюда 

из полноты  
Nnny



*

 вытекает, что 
1zz = . Таким образом, определяется линейный 

оператор T  по формуле zxT =ˆ . Покажем ограниченность оператора T . 

Возьмем произвольный Xx ˆˆ . Пусть последовательность   Xxx
Nn

m

n

m ˆˆ )()( =
  

сходится в X̂  к элементу x̂ ,  а последовательность m

m zxT =)ˆ( )(
 сходится к z . Из 

)()(lim ** zyzy nmn
m

=
→

 и n

m

n
m

mn
m

xxzy ==
→→

)(* lim)(lim  в силу единственности предела имеем 

nn xzy =)(* . Таким образом, zxT =ˆ , т. е.  T  является замкнутым оператором. По 
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теореме о замкнутом графике  является непрерывным оператором. С другой 

стороны ясно, что   ),()( nNiin yxbxT =


 , Xx , Nn . Теорема доказана.  

 Следствие 1.4.4. Пусть система  
Nnny


 b -полна в Z , а система   

Nnny


*  

полна в *Z . Для того чтобы система  
Nnny


 была  

X
b ˆ - гильбертовой в Z , 

необходимо и достаточно, чтобы 0A  такое, что для любой конечной   nx  

из X̂ :  n

n

nn xyxbA  ),( . 

Определим отображение *** : XYZb →  по формуле  

                           )),(())(,(* yxbfxyfb = , *Zf  , Yy  , Xx .                   (1.4.4) 

Легко показать, что отображение *b  является билинейным и 

удовлетворяет условию yfMyfb ),(*

.  

В следующей теореме устанавливается связь между b -гильбертовостью и   

*b -бесселевостью пары b -биортогональных систем.  

Теорема 1.4.5. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство, Z - 

рефлексивно, система  
Nnny


 -полна в Z ,  

Nnny


*

 полна в . Тогда для того, 

чтобы  
Nnny


была  X

b ˆ -гильбертова в Z  необходимо и достаточно, чтобы  

 
Nnny



*  была 
*

ˆ *X
b -бесселевой в *Z . 

Доказательство.  Необходимость. Пусть  
Nnny


 является 

X
b ˆ -гильбертовой 

в Z . Тогда по Теореме 1.4.4 существует оператор ),ˆ( ZXLT  : 

  ),()( nNiin yxbxT =


 , Xx , Nn . Так как  
** Xx    имеет место *** Zyx n  , то  

      )()())(,( *******

NiikNiinnkNiiknkn xxxxxTyxxyyxb


===  , 

т. е.  
Niinn xyxT


= **** )(  . Следовательно, в силу Теоремы 1.4.1 система  -  

*

ˆ *X
b -бесселева в *Z . 

Достаточность. Пусть система  - 
*

ˆ *X
b -бесселева в *Z . Согласно 

Теореме 1.4.1 )ˆ,( ** XZLT  :  
Niinn xyxT


= *** )(  , 

** Xx  , Nn . Тогда 

  )),(()()( *****

knnkNiikn yxbyxxxxyxT ==


 . 

T

b
*Z

 
Nnny



*

 
Nnny



*
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Отсюда из полноты системы  в , получим    )),(()( kNiik yxbfxfT =


 , 

*Zf  . Учитывая рефлексивность пространств Z и X̂
 получим   ),(*

kik yxbxT = . 

В силу Теоремы 1.4.4  
Nnny


  является 

X
b ˆ -гильбертовой в Z . Теорема доказана.  

 Следующее понятие обобщает понятие базиса Рисса на случай банаховых 

пространств. 

Определение 1.4.3. b -базис   Yy
Nnn 


 в Z  с пространством 

последовательностей коэффициентов X̂  назовем 
X

b ˆ -базисом Рисса в Z . 

Справедлива следующая 

Теорема 1.4.6. Пусть X̂ - CB - пространство с каноническим базисом, 

система  
Nnny


  b -полна в Z , а система  

Nnny


*  полна в 
*Z .  Для того, чтобы 

система  
Nnny


  была  

X
b ˆ -базисом Рисса в H , необходимо и достаточно, 

чтобы существовал ограниченно обратимый оператор )ˆ,( XZLT  : 

 
Niinn xyxbT


= )),(( , Xx , Nn . 

Доказательство.  Необходимость. Пусть  
Nnny


  является 

X
b ˆ -базисом 

Рисса в Z .  Тогда система  
Nnny


 является одновременно 

X
b ˆ -бесселевой и  

X
b ˆ -

гильбертовой в Z . В силу Теорем 1.4.2 и 1.4.4 существуют операторы 

)ˆ,( XZLT   и ),ˆ( ZXLS   такие, что  
Niinn xyxbT


= )),((  и     ),()( nNiin yxbxS =


 , 

Xx , Nn . Следовательно, ),()),()(( nn yxbyxbST =  и    
NiinNiin xxTS


=  )(  

Отсюда согласно b -базисности  
Nnny


 получаем zzST =)( , Zz  , а также для  

  Xxx
Nnn

ˆˆ =
  из разложения  



=


=
1

ˆ
n

Ninin xx   получаем xxTS ˆ)ˆ( = . Итак, T  

ограниченно обратим.  

Достаточность. Пусть существует ограниченно обратимый оператор 

)ˆ,( XZLT  :  
Niinn xyxbT


= )),(( , Xx , Nn . В силу Теорем 1.4.2 и 1.4.4 

система  одновременно 
X

b ˆ -бесселева и  
X

b ˆ -гильбертова в Z . Остается 

показать b -базисность в Z системы   
Nnny


.  Возьмем Zz  и обозначим через  

xTz ˆ=  . Тогда  

 
Nnny



* *Z

 
Nnny
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  ),()(ˆ
11

11

n

n

n

n
Nknkn yxbxTxTz 

+

=

+

=


−− ===  . 

Единственность такого разложения очевидна. Таким образом,  
Nnny


 образует 

b -базис в Z . Теорема доказана.  

Следствие 1.4.5. Пусть X̂  - CB -пространство, система  
Nnny


b -полна в 

Z , а система  
Nnny



*  полна в 
*Z . Тогда для того, чтобы система  

Nnny


  была  

X
b ˆ -базисом Рисса в Z , необходимо и достаточно, чтобы существовали числа 

0A  и 0B  такие, что для любого конечного  nx  из X̂  имело место 

   n

n

nnn xByxbxA   ),( .                                       

Следствие 1.4.6. Пусть система  
Nnny


  b -полна в Z , а система  

Nnny


*  

g -полна в 
*Z .  Тогда, для того чтобы система  

Nnny


  была 
X

b ˆ -базисом 

Рисса в Z , необходимо и достаточно, чтобы оператор  →


XXA
X

ˆˆ:ˆ  

определенный выражением (1.4.3) был ограниченно обратим в X̂ .  

   

1.5. X̂ -бесселевость, X̂ -гильбертовость и   

X̂ -Рисс базисность систем в банаховых пространствах 

 

Пусть  - -пространство. Рассмотрим систему операторов 

  ),( XZLg
Nkk 


. Через  ( )

NnnX
gL

*  обозначается совокупность всевозможных 

конечных сумм вида k

k

k gx * , ** Xxk  . 

Определение 1.5.1. Система  
Nkkg


 называется g -полной в *Z , если 

имеет место равенство  ( ) *
* ZgL

NnnX
=

 . 

Системы   ),( XZLg
Nkk 


 и   ),( ZXL

Njj 


 называются g -

биортогональными, если Xkjjk Ig = . При этом система   ),( ZXL
Njj 


 

называется g -биортогональной системой к  
Nkkg


. 

X̂ CB



72 

 

Система  
Nkkg


 называется g -минимальной в *Z , если 

** Xx   и Nk   

имеет место  ( )
knnXk gLgx


 *

*
. 

Лемма 1.5.1. g -минимальная система  
Nkkg


 минимальна. 

Доказательство. Предположим противное, т. е. пусть система 

  ),( XZLg
Nkk 


 не минимальна.  Тогда 0k  такое, что  ( )

00 knnk gLg


 . 

Следовательно,  

i

m

kii

m

i
n

k gg
n

n
=

→
=

0

0

,1

lim  . 

Отсюда 
** Xx   получаем  

i

m

kii

m

i
n

k gxgx
n

n
=

→
=

0

0

,1

** lim  , 

что означает  ( )
0

*
0

*

knnXk gLgx


 . А это противоречит g -минимальности системы 

 
Nkkg


. Значит система  

Nkkg


 минимальна. Лемма доказана.  

Следующее понятие является обобщением понятия бесселевости систем.   

Определение 1.5.2. Систему  
Nkkg


 назовем X̂ -бесселевой в Z , если 

Zz  выполняется условие   Xzg
Nkk

ˆ)( 
 . 

Имеет место следующий критерий X̂ -бесселевости систем.  

Теорема 1.5.1. Для того чтобы система  
Nkkg


 была X̂ -бесселевой в Z , 

необходимо и достаточно, чтобы существовал оператор )ˆ,( XZLU   такой, 

что 
nn gU =̂  для любого Nn . 

Доказательство. Необходимость. Пусть  
Nkkg


 является X̂ -бесселевой в 

Z . Тогда Zz   имеем   Xzg
Nkk

ˆ)( 
 . Определим оператор XZU ˆ: →  по формуле  

                                         
 

Nkk zgzU


= )()( , Zz .                                         (1.5.1) 

Ясно, что для Nn  оператор XZU n
ˆ: → , заданный по формуле 

 
=


=

n

k
Nikkin zgzU

1

)()(  , Zz , является линейным и ограниченным и 
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)(lim)( zUzU n
n →

= . По теореме Банаха-Штейнгауза последовательность  
NnnU


 

ограничена, т. е. 0B  такое, что BU n  . Следовательно, 

zBzUzU n
n

=
→

)(lim)( , Zz .  

С другой стороны, )())((ˆ zgzU nn = , Zz , т. е. nn gU =̂    для Nn . 

 Достаточность. Пусть существует оператор )ˆ,( XZLU   такой, что 
nn gU =̂  

для любого Nn . Возьмем Zz  и положим  
NnnxzU


=)( . Тогда из 

nn gU =̂  

получим 
nnn xzUzg == ))((ˆ)(  . Таким образом, Zz   Xzg

Nkk
ˆ)( 

 , т. е.  
Nkkg


 

является X̂ -бесселевой в Z . Теорема доказана.  

Из доказанной теоремы непосредственно вытекает  

Следствие 1.5.1. Пусть  
Nkkg


 - X̂ -бесселева система в Z . Тогда  

                                         0B :   zBzg
Nkk 


)( , Zz .                             (1.5.2) 

Также имеет место следующий критерий X̂ -бесселевостис систем.  

Теорема 1.5.2. Для того, чтобы система  
Nkkg


 была X̂ -бесселевой в Z , 

необходимо, а в случае рефлексивности X̂ , то и достаточно, чтобы 0B : 

для любой конечной   ** Xxk  имело место соотношение 

                                                   
 **

k

k

kk xBgx  .                                             (1.5.3) 

Доказательство. Необходимость. Пусть система  
Nkkg


 является X̂ -

бесселевой в Z . Возьмем произвольную конечную   ** Xxk  . Учитывая 

Следствие 1.5.1 получим   

== 
= k

kk
z

Zk

kk zgxgx )(sup *

1

*

*

 

        
** ~

*

1
ˆ

**

1

)(sup))((sup
X

kNkk
z

X
kNkkk

z

xBzgxzgx =


=


=

. 

Достаточность. Пусть для любой конечной последовательности   ** Xxk   

выполнено (1.5.3). Возьмем   ** X̂x
Nkk 

 . В силу рефлексивности X̂  по Лемме 
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1.1.2. имеет место разложение 


=

=
1

** )ˆ(ˆ
k

k xPx . Следовательно,
 

0)ˆ( * →
=

m

nk

k xP , при 

nm   и →n . Тогда Zz  при nm   и →n  используя (1.5.3) получим  

0)ˆ()(
** ~

*** → 
===

zxPBzgxzgx
X

m

nk

k

Z

m

nk

kk

m

nk

kk
. 

Таким образом, Zz  сходится ряд )(
1

* zgx
k

kk


=

 и значит   Xzg
Nkk

ˆ)( 
 , т. е. 

система  
Nkkg


 - X̂ -бесселева в Z . Теорема доказана. 

Следующее определение обобщает понятие гильбертовой системы в 

гильбертовых пространствах. 

Определение 1.5.3. Систему  
Nkkg


 назовем X̂ -гильбертовой в Z , если 

  Xx
Nkk

ˆ
 Zz : kk xzg =)( . 

 Приведем критерий X̂ -гильбертовости систем. 

 Теорема 1.5.3.  Для того, чтобы система   
Nkkg


 была X̂ -гильбертовой в 

Z  достаточно, а в случае полноты   
Nkkg


 и необходимо, чтобы ),ˆ( ZXLT  : 

nnTg ̂=  , Nn .                                                    

 Доказательство. Достаточность. Пусть ),ˆ( ZXLT  : 
nnTg ̂= , Nn . 

Возьмем   Xxx
Nkk

ˆˆ =
 . Пусть zxT =)ˆ( . Учитывая равенство 

nnTg ̂=  получим 

nnnn xxxTgzg === )ˆ(ˆ)ˆ()(  , т. е.  
Nkkg


 является X̂ -гильбертовой в Z . 

 Необходимость. Пусть  
Nkkg


 является полной в *Z  и X̂ -гильбертовой в Z

. Возьмем произвольный Xx ˆˆ . Из X̂ -гильбертовости  
Nkkg


 в Z  следует, что 

Zz : nn xzg =)( . Если существует другой Zz  1 : nn xzg =)( 1 , то 0)( 1 =− zzg n  при 

Nn . В силу полноты системы  
Nkkg

  имеем 0)( 1 =− zzf , *Zf  . А это 

возможно, когда 1zz = . Следовательно, можно рассмотреть оператор ZXT →ˆ: : 

zxT =)ˆ( .  Покажем замкнутость оператора T . Предположим, что 

xxn
n

ˆˆlim =
→

, nn zxT =)ˆ(  и zxT n
n

=
→

)ˆ(lim .  
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Тогда существует Zzn   удовлетворяющее условию   nNknk xzg ˆ)( =


. Пусть 

 
Nk

n

kn xx


= )(ˆ   и  
Nkkxx


=ˆ . Тогда k

n

k
n

nk
n

xxzg ==
→→

)(lim)(lim . С другой стороны, из 

zzn
n

=
→

lim  следует, что )()(lim zgzg knk
n

=
→

. Значит    xzg
Nkk

ˆ)( =


, т. е. zxT =)~( , и тем 

самым оператор T  замкнут. По теореме о замкнутом графике T  ограничен. 

Имеем )ˆ(ˆ)()ˆ( xxzgxTg nnnn === , Xx ˆˆ . Теорема доказана.  

 Из доказанной теоремы вытекают следующие 

 Следствие 1.5.2. Пусть система   
Nkkg

  полна в  и X̂ -гильбертова в Z . 

Тогда  0A  такое, что Zz :   Xzg
Nkk

ˆ)( 
    

XNkkZ
zgzA

ˆ
)(


 . 

 Доказательство.  Пусть Zz  такое, что   Xzg
Nkk

ˆ)( 
 . По Теореме 1.5.3. 

существует оператор ),ˆ( ZXLT   такой, что   zzgT
Nkk =


))(( . Тогда 

   
XNkkZNkkZ

zgTzgTz
ˆ

)())((


= . 

Следовательно, 
T

A
1

  является требуемым числом. Следствие доказано.  

Следствие 1.5.3. Пусть система   
Nkkg


 полна в  и X̂ -гильбертова в Z . 

Тогда система  
Nkkg


 минимальна. 

Доказательство. Ясно, что в силу Леммы 1.5.1 достаточно показать  g -

минимальность  
Nkkg


. Предположим противное, т. е. пусть система  

Nkkg


 не g

-минимальна. Тогда существуют ** Xx  , 0* x   и Nk 0  такие, что 

 ( )
0

*
0

*

knnXk gLgx


 . Имеем   

                                                    
k

m

kkk

m

k
n

k gxgx
n

n


=

→
=

0

0

,1

)(** lim .                                       (1.5.4) 

По Теореме 1.5.3 ),ˆ( ZXLT  : 
nnTg ̂= . Следовательно, из (1.5.4) получим 

k

m

kkk

m

k
n

k

n
n

xx  ˆlimˆ

0

0

,1

)(** 
=

→
= . 

Отсюда, для Xx  получим   0)(ˆ)(
00

** ==
Nnnkk xxxx  . Итак, 0* =x . Получили 

противоречие. Следствие доказано.  

*Z

*Z
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В случае рефлексивного пространства имеет место также следующий 

критерий X̂ -гильбертовости систем.  

Теорема 1.5.4. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство и Z  - 

рефлексивно. Для того, чтобы система  
Nkkg


 была X̂ -гильбертовой в Z , 

удовлетворяющая условию  

                
  Xxx

Nkk
ˆˆ =

 Zz : kk xzg =)( ,  
NkkxzA




                      
(1.5.5) 

необходимо и достаточно, чтобы имело место соотношение  

                                                   
  

k

kkk gxxA **

                                              

(1.5.6) 

для любой конечной последовательности   ** Xxk  , где A  - некоторая 

положительная постоянная. 

 Доказательство. Необходимость. Пусть  
Nkkg


  - X̂ -гильбертова в Z  и 

выполнено условие (1.5.5). Возьмем произвольную конечную систему   ** Xxk  . 

В силу рефлексивности X̂  существует   Xx
Nkk

ˆ
  такой, что   1

ˆ
=

 XNkkx   и 

 ** )( k

k

kk xxx = . Из X̂ -гильбертовости в Z  системы  
Nkkg

  существует Zz : 

kk xzg =)(   удовлетворяющее (1.5.5). Тогда 

 
**

*

****
~

* 1
)()(

Zk

kk

Zk

kkZ
k

kk

k

kk
X

k gx
A

gxzzgxxxx  == . 

 Достаточность. Пусть 0A такое, что для любой конечной системы 

  ** Xxk   выполнено условие (1.5.6). Возьмем   Xx
Nkk

ˆ
 . Определим на 

  )(* Nkkb
gL

  
функционал   по формуле:  =









k

kk

k

kk xxgx )(** . Согласно 

неравенству (1.5.6), задание этого функционала корректно.  Ясно, что 

функционал   линейный. Используя (1.5.6), получим 

     
*

*

*
~~~

*** 1
)(

Zk

kkXNkkXNkk
X

k

k

kk

k

kk gxx
A

xxxxgx  
=








 , 
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т. е.  функционал   ограничен на   )(* Nkkb
gL


 и  

XNkkx
A

~

1


 . По Теореме 

Хана-Банаха функционал   непрерывно продолжается на все *Z  с сохранением 

нормы. Обозначим этот функционал также через  . Таким образом,  **Z  и  

                                        
  *ˆ

1
)(

ZXNkk fx
A

f



 
, *Zf  .                                 (1.5.7) 

В силу рефлексивности Z Zz : )()( zff = , *Zf   и 
Z

z= . Ясно, что 

** Xx  имеет место )()()( ***

kkk xxgxzgx ==  . Отсюда в силу произвольности 

** Xx   получаем kk xzg =)( . Следовательно,  
Nkkg


  является X̂ - гильбертовой в 

Z . Далее, из (1.5.7) имеем  
XNkkZ

x
A

z ~

1


=  . Теорема доказана.  

Следующая теорема устанавливает связь между X̂ -бесселевостью и X̂ -

гильбертовостью системы.  

Теорема 1.5.5. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство, Z  - 

рефлексивно. Для того, чтобы система  
Nkkg


 была X̂ -гильбертовой в Z  

достаточно, а в случае g -полноты  
Nkkg


 и необходимо, чтобы выполнялись 

следующие условия 

1)  
Nkkg


 имеет g -биортогональную систему   ),( ZXL

Nkk 


; 

2) система  
Nkk 

*
 является *X̂ -бесселевой в *Z . 

Доказательство. Достаточность. Пусть выполнены условия 1) и 2). 

Возьмем   Xx
Nkk

ˆ
 . Из 

*X̂ -бесселевости в *Z  системы  
Nkk 

*
 по Теореме 

1.5.1 следует ограниченность оператора  ** ~
: XZV →  определенного по формуле 

 
Njj ffV


= )()( *

. Следовательно,  

 


=



=

==
1 1

* )())(()ˆ)((
j j

jjjj xfxfxfV , *Zf  . 

Таким образом, для ** Xx  имеем )()()ˆ)(( *

1

**

nj

j

jnn xxxgxxgxV ==


=

. С другой 

стороны, имеем 

== ))()(ˆ()ˆ)(( *

ˆ

*

nXn gxVxxgxV   
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))ˆ(()))(ˆ(( ˆ

*1**

ˆ

* xVgxgxxV
XZnnX

 −== . 

Значит, из полученных соотношений вытекает, что ))ˆ(()( ˆ

*1** xVgxxx
XZnn  −= . 

Отсюда в силу произвольности ** Xx   получаем nXZn xxVg =− ))ˆ(( ˆ

*1  . Положим 

zxV
XZ =− )ˆ(ˆ

*1  . Тогда nn xzg =)( , Nn , т. е.  
Nkkg


 есть X̂ -гильбертова в Z . 

 Необходимость. Пусть  
Nkkg


 g -полна и является X̂ -гильбертовой 

системой в Z . По теореме 1.5.3 существует ),ˆ( ZXLT    удовлетворяющий 

условию 
nnTg ̂=  , Nn . Положим  

jj eT ˆ= , Nj . Тогда Njn  ,  получим 

Xnjjnjnjn IeeTgg  === ˆˆˆ , 

т. е.  
Nkkg


 имеет g -биортогональную систему   ),( ZXL

Nkk 


. Далее, 

  Xxx
Nkk

ˆˆ =
  имеем   



=



=



=

===
1 1 1

)()(ˆ))(ˆ()ˆ(
j j j

jjjjjj xxeTxeTxT . Следовательно,  

))(()()ˆ(
1

*

1

j

j

j

j

jj xfxfxfT 


=



=

== , . 

Таким образом, для   Xxx
Nkk

ˆˆ =
  сходится ряд ))((

1

*

j

j

j xf


=

 , и значит, 

  ** ˆ)( Xf
Njj 


, т. е.  

Nkk 
  является *X̂ -бесселевой в *Z . Теорема доказана. 

Определение 1.5.4. Система  
Nkkg


 называется 

*X̂ -Рисс g -базисом в *Z

, если  
Nkkg


g -полна в *Z  и существуют 0A  и 0B  такие, что   

                            
*

*

* ˆ

*

1

*

ˆ

* ˆˆ
X

Zk

kk
X

xBgxxA  


=

, ** ˆˆ Xx  .                         (1.5.8) 

A  и B называются нижней и верхней границами 
*X̂ -Рисс g -базиса   

Nkkg


.  

Легко показать, что система  
Nkkg


  образует 

*X̂ -Рисс g -базис в Z  тогда 

и только тогда, когда оператор **ˆ: ZXT →  определенный по формуле   

                                   



=

=
1

**)ˆ(
k

kk gxxT ,   *** ˆˆ Xxx
Nkk =

 .                                   (1.5.9) 

ограничен и ограниченно обратим.  

 Справедлива следующая 

*Zf 
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Теорема 1.5.6.  Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство, Z  - 

рефлексивно и система  
Nkkg


g -полна в *Z . Для того, чтобы система  

Nkkg


 

была 
*X̂ -Рисс g -базисом в *Z   необходимо, и достаточно, чтобы   

Nkkg


 

одновременно была X̂ -бесселева и X̂ -гильбертова в . 

Доказательство. Необходимость. Пусть  
Nkkg


  является  X̂ -Рисс g -

базисом в *Z . Тогда имеет место неравенство (1.5.8). Согласно Теоремам 1.5.2   

и 1.5.4 система  
Nkkg


 является X̂ -бесселевой и  X̂ -гильбертовой в Z .  

Достаточность. Пусть  
Nkkg


 является X̂ -бесселевой и X̂ -гильбертовой в 

Z . Тогда в силу Теорем 1.5.1 и 1.5.3 операторы XZU ˆ: → ,  
Nkk zgzU


= )()( , Zz , 

и ZXS →ˆ: , zxS =)ˆ( ,   
Nkk zgx


= )(ˆ , ограничены. В силу Теоремы 1.5.2 оператор 

**ˆ: ZXT →  определенный по формуле (1.5.9) ограничен. Имеем 
*UT = . На самом 

деле, ** ˆˆ Xx    получаем 

  ))(ˆ()())((ˆ))((ˆ *

1

*** zxTzgxzgxzUx n

n

nNkk === 


=
 , Zz . 

С другой стороны очевидно, что  xxUS ˆ)ˆ( = , Xx ˆˆ , и zzSU =)( , Zz . Таким 

образом, оператор U  ограниченно обратим и SU =−1
. Поэтому оператор  T  

также ограниченно обратим и **11 )( SUT == −− , т. е. система  
Nkkg


 образует 

*X̂ -

Рисс g -базис в *Z . Теорема доказана.  

 

1.6. О несчетных K -бесселевых и K -гильбертовых системах  

в несепарабельных банаховых пространствах 

 

Пусть X  и Y  - несепарабельные банаховы пространства с нормами 
X

  и 

Y
  соответственно. Пусть   Xx

I


  и   ** Xx
I


  - пара биортогональных 

систем, I  - несчетное множество индексов, aI  - множество не более чем 

счетных подмножеств I , 0I  - множество конечных подмножеств I  и  
I  

некоторая система в X .  

Z
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Приведем понятие несчетного безусловного базиса.  

 Определение 1.6.1. Система  
I  называется несчетным безусловным 

базисом в X , если  

Xx   
I

=
! :   aII  0:    






=
I

x  (безусловно). 

Имеет место следующий критерий несчетного безусловного базиса в 

несепарабельных банаховых пространствах. 

 Теорема 1.6.1. Для того, чтобы система   
I  была несчетным 

безусловным базисом в X  необходимо и достаточно выполнение условий: 

1) система  
I  полна в X ; 

2) система  
I  минимальна в X ; 

3) 0M :  0IJ  , Xx  
X

XJ

xMx 


  )(* ,  

где  
I

*  - биортогональная система к  
I . 

 Доказательство. Необходимость. Пусть  
I  образует несчетный 

безусловный базис в X . Тогда очевидно, что  
I  полна в X . Через K  

обозначим множество систем скаляров  
I

=
  таких, что   aII  0:   и 

ряд 




I

 сходится безусловно. Ясно, что K  становится линейным 

нормированным пространством с линейными операциями:  
I

=
 , 

   K
I
=


, k  :  

I
+=+

  ,  
I

kk


=
   с нормой  

XJIJ
K 



=





0

sup ,   K
I
=

 . 

Установим полноту пространства K . Пусть  
I

n

n 
=

 )( , Nn  - некоторая 

фундаментальная последовательность в K . Тогда  

        0  )(0 n  )(, 0 nmn   





−=− 


XJ

mn

IJ
Kmn )(sup )()(

0

.               (1.6.1) 

Из (1.6.1) получаем, что  
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                                   0IJ   


 −
 XJ

mn )( )()( .                                           (1.6.2)  

В частности, I  
X

mn







 − )()( . Поэтому I  последовательность  

Nn

n



)(

  

фундаментальна, и значит сходится. Пусть )(lim n

n
 

→
= . Положим 

 0: )( = n

n IA   и n
n

AA


=

=
1

 . Тогда из )\(\
1

n
n

AIAI


=

=   получаем, что 

 0:\ =  IAI , т. е.   AI  0:   и поэтому   aII  0:  . Переходя в 

(1.6.2) к пределу при →m  получим  

                        0  )(0 n  )(0 nn  


 −
 XJ

n )( )( , 0IJ   .                (1.6.3) 

Пусть  
Nii   - любая перестановка элементов системы  

I
=

 . Покажем 

сходимость ряда 
ii

i

 


=1

. Возьмем 0  и Npk  , . Согласно (1.6.3) )(0 n  

)(0 nn  :                                

                           
4

)(
1

)( 
  −

= X

k

i

n

iii
 и 

4
)(

1

)( 
  −

+

= X

pk

i

n

iii
.                         (1.6.4) 

Пусть )(0 nn   - фиксированное число. Из сходимости ряда 
ii

i

n

 


=1

)(
 получаем, 

что )(0 k  )(0 kk   имеет место 

                                   
21 1

)()( 
  − 

=

+

= X

k

i

pk

i

nn

iiii
.                                                 (1.6.5) 

Тогда, учитывая (1.6.4) и (1.6.5) получим 

X

k

i

pk

i
iiii 

=

+

=

−
1 1

    


X

k

i

k

i

n

iiii 
= =

−
1 1

)(

  +
X

k

i

pk

i

nn

iiii 
=

+

=

−
1 1

)()(

  +
X

pk

i

pk

i

n

iiii 
+

=

+

=

−
1 1

)(

   , 

и поэтому ряд 
ii

i

 


=1

 сходится. Таким образом, ряд 




I

 сходится 

безусловно. Далее, согласно (1.6.3) имеем  
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               0  )(0 n  )(0 nn   





−=− 


XJ

n

IJ
Kn )(sup )(

0

, 

т. е n   сходится в пространстве K  к элементу  . Поэтому K  полно.  

 Рассмотрим оператор XKF →:  по формуле xF = ,  
I

=
 , где 








=
I

x . Оператор F  является линейным ограниченным оператором. 

Действительно, линейность оператора  F  очевидна, а ограниченность следует 

из соотношения  

XI
X

F 


=


 
XJIJ


 


0

sup =



K

. 

Далее, поскольку оператор F  отображает K  взаимно однозначно на X , по 

теореме Банаха оператор 1−F  ограничен. 

 Теперь установим минимальность системы  
I . I  определим 

функционал   =)(* x , где xF 1−= . Легко видеть, что такой функционал 

линеен. Покажем его ограниченность. Имеем 

X

X

K

XJIJ
XX

X x
F

x






















1

* 1
sup

1
)(

0

−



===  , 

т. е. 
X

F








1

*

−

 . С другой стороны, 
  =)(* . Таким образом, системы  

I  

и  
I

*  биортогональны.  

 Наконец, Xx  и 0IJ   имеем 

X
FIF

XJ

xFxFxx 11** )(sup)(
0

−−



= 






  , 

т. е. имеет место 3). Необходимость доказана. 

 Достаточность. Пусть выполнены условия 1) - 3). Возьмем Xx .  В 

силу полноты  системы  
I  в X  имеем 0    )(

I
Ly




 : −
X

yx . Тогда  

                                 Nn   )(
In Ly




 :
n

yx
Xn

1
− .                                    (1.6.6) 
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Пусть  0IJ n  : 







=
nJ

ny 



  )(*

n

J

y
n




= . Обозначим через n
n

J


=

=
1

 . Ясно, что 

aI .  Возьмем произвольный  0 .  Пусть Nn 0 : 
0

1

n
. Для J : JJ n 

0
 

имеем   

                                      








  )()(
0

0

0

**

n

JJ

nn yyy
n




== .                                       (1.6.7) 

Тогда, используя (1.6.6), (1.6.7) и условие 3) J : JJ n 
0

 получим  

XJ

xx 


−


  )(*
=

XJ

nn xyyx 


−+−


  )(*

00
  


X

nyx
0

− +
XJ

nyx


−


  )(
0

* 
X

nyx
0

− +
X

nyxM
0

− = 

=
X

nyxM
0

)1( −+  )1( M+ . 

Таким образом,  

0   0J  J : JJ 0  


 −
 XJ

xx )(* , 

и поэтому, согласно критерию безусловной сходимости рядов ряд 



 


)(* x  

безусловно сходится к Xx . Ясно, что из минимальности системы  
 

 такое 

представление единственно, т. е. система  
I  образует несчетный 

безусловный базис в X . Теорема доказана. 

  Пример 1.6.1. Пусть )(Il p , + p1 , - множество систем скаляров 

 
I

=
  таких, что   aII = 0:    и удовлетворяющих условию  




+



p

. )(Il p  является банаховым пространством с нормой  

p
p

1














= 

 

 ,   )(Il pI
=

 . 

Пусть   - символ Кренекера и   
I

=
  . Система  

I  является 

несчетным безусловным базисом в )(Il p . Действительно, несложно показать, 
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что для   )(Il pI
=

  справедливо единственное представление в виде 

безусловно сходящегося ряда 










= .  

Пусть K  - некоторое несепарабельное банахово пространство систем 

 
I  из скаляров.  

Следующие понятия являются несчетными обобщениями пары 

биортогональных бесселевых и гильбертовых последовательностей в 

банаховых пространствах. 

Определение 1.6.2. Систему  
I

x
  назовем несчетным K -бесселевым в 

X , если для Xx  имеет место включение    Kxx
I


 )(* . Систему  
I

x
  

назовем несчетным K -гильбертовым в X , если для   K
I
=

  существует 

Xx :  
I

xx


=
 )(* .  

Пусть K  - CB -пространство с несчетным безусловным базисом   
I . В 

следующей теореме приводится критерий несчетной K -бесселевости систем.  

Теорема 1.6.2. Для того, чтобы система   
I

x
  была несчетным K -

бесселевым в X   необходимо, а  в случае полноты  
I

x
  в X , то и достаточно 

существование оператора ),( KXLT   такой, что   =Tx , I .  

Доказательство. Необходимость. Пусть  
I

x
  - несчетная K -бесселева в

X . Тогда   Xx    Kxx
I


 )(* . Рассмотрим оператор KXT →:  по формуле  

                                          



 )()( * xxxT
I




= .                                              (1.6.8) 

Ясно, что  =Tx , I . Определим для любого 
aI  оператор 





 )()( * xxxT 


= . 

Имеет место ),( KXLT   ([14], стр.5). Возьмем Xx . Запишем элементы 

множества  0)(: * = xxI x   в виде последовательности  
Nnn 

 . Для каждого  

aI  положим  
Nknx k

I


=   . Имеем   
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knkn
xxxT

k

 )()(
1

*


=

= . 

Так как 









+=  



=



=



= 1 1

**

1

* )()(
2

1
)(

n n

nn

k

xxxxxx
nnnknkn

  ,




−

=
=

Nknn

Nknn

k

k

n
,,1

,,1
 , 

имеем + xK
MxT )(

. Тогда по теореме Банаха-Штейнгауза получим 

+





T
aI

sup . Поэтому оператор T   ограничен.  

 Достаточность. Пусть система   
I

x
  полна в X  и существует ),( KXLT   

такой, что   =Tx , I . Возьмем  Xx . Поскольку KTx , получим 

  KTx
I


 )(* . Имеем  

)()()( ****

  xTTx === . 

Отсюда, в силу полноты  
I

x
 , получаем ***

 xT = .  Из этого равенства 

следует, что для Xx      KTxxx
I

=


)()( **

  . Теорема доказана.  

 Следствие 1.6.1. Пусть Y  - имеет несчетный безусловный базис  
I   с 

пространством систем коэффициентов  K . Для того, чтобы  
I

x
  была 

несчетной K -бесселевой  в X   необходимо, а  в случае полноты  
I

x
   в X , то 

и достаточно, чтобы  ),( YXLT   такой, что  =Tx , I . 

 Следствие 1.6.2. Пусть система   Xx
I


  полна в X . Система   
I

x
  

является несчетной K -бесселевой в X   тогда и только тогда, когда 

существует число 0M : 

           
X

K
xM 



  ,                                                   

для любого конечного набора скаляров   .  

Сформулируем критерий несчетной K -гильбертовости систем.  

Теорема 1.6.3. Для того, чтобы система  
I

x
  была несчетной K -

гильбертовой в X  достаточно,  а  в случае полноты  
I

x


*  в *X , то и 

необходимо, чтобы ),( XKLT   такой, что   xT = , I .  
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Доказательство. Необходимость. Пусть  
I

x
  - несчетная K -

гильбертовая в X  и система  
I

x


*  полна в  *X . Тогда    K
I
=

  Xx  

такой, что  
I

xx


=
 )(* . В силу полноты  

I
x


*  в *X , такой элемент 

единственный. Рассмотрим оператор XKT →:  по формуле xT = . Ясно, что 

 xT = , I . Остается показать ограниченность оператора T . Пусть 

последовательность   K
I

n

n =
 )(  сходится в K  при →n  к   K

I
=

 , а  

последовательность nn xT =  сходится в X  при →n  к Xy  и пусть xT = . 

Ясно, что )(*

nxx  сходится при →n  к )(* yx . I  имеем  

0)( **)( →−−=−
Knn

n  
, →n . 

Так как )(*)(

n

n xx =  и )(* xx = , следовательно )()( ** yxxx  = . Отсюда в силу 

полноты  
I

x


*  получим yx = , и  значит nT  сходится в X  при →n  к T . По 

теореме о замкнутом графике оператор T  ограничен. 

 Достаточность. Пусть существует оператор ),( XKLT  такой, что   xT =

, I . Возьмем произвольный   K
I
=

 . Положим xT = . Из 



 


=
I

 

получим 







  xTTx
II




=== . Поэтому  =)(* xx , т. е.  
I

xx


=
 )(* . Теорема 

доказана.  

Следствие 1.6.3. Пусть Y  - имеет несчетный безусловный базис  
I   с 

пространством систем коэффициентов  K . Для того, чтобы  
I

x
  была 

несчетной K -гильбертовой в X   достаточно, а  в случае полноты  
I

x


*  в *X , 

то и необходимо, чтобы  ),( XYLT   такой, что  xT = , I . 

 Следствие 1.6.4. Пусть система   Xx
I


  полна в X . Тогда для того, 

чтобы система   
I

x
  была несчетной K -гильбертовой в X  достаточно,  а  в 

случае полноты  
I

x


*  в *X , то и необходимо выполнение условия:  

        0M :  
K

X

Mx 



   ,                                                   

для любого конечного набора скаляров   .  
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 Пример 1.6.2. Пусть tiete 
 =)( , Rt . Положим  

R
espanV


=

 . Очевидно, 

что Vx xM : 
xMtx )( . Поэтому  ),1[ +p   существует 

−
→

T

T

p

T
dttx

T
)(

2

1
lim . Легко 

показать, что 
pT

T

p

TV
dttx

T
x

p

1

)(
2

1
lim














= 

−
→

 является нормой в V . Полученное 

нормированное пространство обозначим через 
pV .  В пространстве 2V  

определяется скалярное произведение следующим образом:  


−

→
=

T

T
T

V dttytx
T

yx )()(
2

1
lim),( . 

Система  
R

e
  является ортонормированной в 2V . Обозначим через )(RLV

p
, 

+ p1 , пополнение пространства 
pV . Используя неравенство Гельдера 

несложно показать, что )()( 2 RLRL VV

p   при 2p  и )()(2 RLRL V

p

V   при 2p . 

Пространство )(RLV

p
 несепарабельно. Очевидно, что для ее установления 

достаточно показать несепарабельность пространства pV .  

Пусть  
R

eM


=
 . Оценим для различных Mee   ,  число 

1V
ee  − . В 

силу ортонормированности системы  
R

e
  имеем 2

222

222

=+=−
VVV

eeee 
. 

Поэтому  

−=−= 
−

→

T

T

titi

TV
dtee

T
ee

22

2

1
lim2

2




1

2
2

1
lim2)(

2

1
lim

V

T

T

titi

T

titi

T

T

titi

T
eedtee

T
dteeee

T


 −=−=+− 
−

→
−

→
, 

т. е. 1
1

−
V

ee  . Следовательно, 1V   - несепарабельно. Теперь рассмотрим 

пространство pV  при 1p . Предположим, противное, т. е. пусть pV  сеперабельно 

и M  счетное всюду плотное множество в pV . Тогда Vx  Mxn  : 

0lim =−
→ pVn

n
xx . Поскольку Vx  

pV

pT

T

p

T

T

T
TV

xdttx
T

dttx
T

x =













= 

−
→

−
→

1

)(
2

1
lim)(

2

1
lim

1

, 
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получаем 0lim
1

=−
→ Vn

n
xx . Следовательно, M  счетное всюду плотное множество 

в 1V . Что противоречит несепарабельности 1V . Значит пространство 
pV  

несепарабельно.  

Определим в 
pV  функционал по равенству  


−

−

→
=

T

T

ti

T
dtetx

T
xe 

 )(
2

1
lim)(* .  

Линейность *

e  очевидна. Имеем  

pT

T

p

T

T

T
T

dttx
T

dttx
T

xe

1

* )(
2

1
lim)(

2

1
lim)( 













 

−
→

−
→

 . 

Продолжив по непрерывности *

e   на )(RLV

p
 получаем ** ))(( RLe V

p
. Ясно, что 

 =)(* ee , т. е. системы  
R

e
  и  

R
e


*  биортогональны.  

Система  
R

e
   при 2p  является несчетной )(Rl p

-бесселевой в )(RLV

p
. 

Действительно, Поскольку )(2 RLx V , из неравенства бесселя следует, что не 

более чем счетное число коэффициентов Фурье Vexxe ),()(*

 =  отлично от нуля и 

  )()( 2

* Rlxe
R


  и для любого конечного набора скаляров    имеем 

   
)(1)(2

2

RlRl

VV
p

p

Mee 







  =  . 

Система  
R

e
   при 2p  является несчетной )(Rl p -гильбертовой в )(RLV

p
. 

Действительно,   )(Rl pR
=

  очевидно, что  )(2 Rl . Поскольку  
R

e
   

ортонормированная система в )(2 RLV , то существует )(2 RLx V  такой, что 

 == Vexxe ),()(* . С другой стороны, для любого конечного набора скаляров 

    имеем 

   
)(2)(2

2

RlRl

VV
p

p

Mee 







  =  . 
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ГЛАВА II.   

b -ИЗОМОРФНЫЕ b -БАЗИСЫ 

  

Одним из методов установления базисных свойств систем в банаховых 

пространствах является использование методов теории близких базисов. 

Базисы считаются изоморфными или эквивалентными, если существует 

ограниченно обратимый оператор, преобразующий один базис в другой. В 

работе Н.К.Бари [5] введено понятие квадратично близких систем и 

устанавливается, что минимальная система, квадратично близкая к базису 

Рисса является базисом Рисса. В пространстве ),(2 −L  о базисности 

возмущенной системы экспонент, известна теорема Пэли-Винера, согласно 

которой при условии 
2

1
sup


 − nn

n

 система  
Zn

ti ne 

  образует базис изоморфный 

классической системе экспонент. Этот факт М.Кадецом устанавливается при 

условии 
4

1
sup − nn

n

  и известна как теорема 
4

1
-Кадеца. Аналоги теоремы 

4

1
-

Кадеца на языке мультипликаторов в пространстве ),( −pL  и для  систем 

синусов и косинусов  в ),0(2 L  были получены Б.Т.Билаловым [8, 10]. 

Подобные результаты были изучены в работах X.He, H.Volkmer [148], 

M.Horvath [153], Y.I.Lyubarskii, S.Kristian [191], R.M.Young [220] и др. Следует 

отметить, что в банаховых пространствах относительно изоморфных базисов 

известны теорема Пэли-Винера, Крейна-Рутмана-Мильмана, теорема Birkhof-

Rota. В работе Б.Т.Билалова [8] изучалась изоморфная базисность системы, 

полученной при возмущении базиса фредгольмовым оператором, а также 

изоморфная базисность системы p -близкой к q -базису в банаховых 

пространствах. В этой главе получены аналоги некоторых теорем теории 

близких базисов, в частности, аналоги теорем Пэли-Винера в гильбертовых и 

банаховых пространствах в контексте b -базисов. Дается понятие X̂ -

бесселевого b -базиса, обобщающее бесселевый базис, и доказываются теоремы 

об его устойчивости.    
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2.1. Об b -изоморфных b -базисах в банаховых пространствах  

 

Пусть X , Y , 1Y , Z  и 1Z   - банаховы пространства,   Yy
Nnn 


 и 

  ),(* XZLy
Nnn 


 - некоторые системы, ZYXb →: , 111 : ZYXb →  − билинейные  

отображения удовлетворяющие условию (1.1.1).   

 Определение 2.1.1. Системы   Y
Nnn 


  и   1Y

Nnn 


  назовем b - 

изоморфными, если существует ограниченно обратимый оператор 1: ZZT →  

такой, что ),()),(( 1 nn xbxbT  =  при любых Xx  и Nn .   

 Следующее утверждение является обобщением теоремы Мильмана. 

 Теорема 2.1.1. Пусть   Y
Nnn 


  образует b -базис в Z , 

последовательность  
Nnn 

 0  чисел такая, что  

                                               

1sup
1

**

, *

= 
=

n

k

kkk
Mxn

xq
k

 ,                                       (2.1.1) 

где  
Nnn 

*  -  b -сопряженная система к  
Nnn 

 .  Пусть система   Y
Nnn 


   

такая, что 
nYnn  −  при всех Nn . Тогда   

Nnn 
  является b -изоморфной 

к  
Nnn 

 .  

Доказательство. Рассмотрим на  ( )
NnnbL


  линейный оператор T  

соотношением ),()),(( nn xbxbT  =  при любых Xx  и Nn . Возьмем 

произвольный *Zf   такой, что 1=f . Тогда  

nYnnnn MMfb  −− ),(* , Nn . 

Поэтому  

 
qxfb

n

k

kkk

Mxn

n

k

kkk

k

=− 
== 1

**

,1

**

*

sup),(  .                   

Следовательно, для любого Zz   имеем 

                          
Z

n

k

kkk
f

n

k

kkk zqzfbzb −− 
=== 1

**

11

* )(),(sup)),((  .                 (2.1.2) 
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Очевидно, что 
==

−=−
n

k

kkkk

n

k

k xbxbTI
11

),()),()((  . Поэтому, с учетом (2.1.2), в 

силу b -базисности  
Nnn 

 , получаем ( )
ZZ

zqzTI − )( ,  ( )
NnnbLz


  . Продолжая 

непрерывно оператор TI − , учитывая (2.1.1), получим 1−TI . Таким образом, 

оператор T  ограниченно обратим.  Теорема доказана.  

В следующей теореме приводятся эквивалентные условия b -

изоморфности к b -базису при фредгольмовом возмущении.  

Теорема 2.1.2. Пусть система   Y
Nnn 


  образует b -базис в Z , )(ZLF   

- фредгольмовый оператор, система   Y
Nnn 


 такая, что  ),()),(( nn xbxbF  = , 

Xx , Nn .   Тогда следующие свойства эквивалентны:  

a)  
Nnn 

  - b -полна в Z ; 

b)  
Nnn 

  - b -минимальна в Z ; 

c)  
Nnn 

  -  - b -линейно независима в Z ; 

d)  
Nnn 

  образуетb -базис в Z , b -изоморфный к  
Nnn 

 .  

Доказательство.  Ясно, что для доказательства леммы достаточно 

показать ограниченную обратимость оператора F , при выполнении каждого из 

условий a) - d). Пусть система  
Nnn 

 b -полна в Z . Если ** ker F , то  Xx  и 

Nn  будем иметь  

0)),(())),((()),(( **** === nnn xbFxbFxb  . 

В силу b -полноты  
Nnn 

 , из последнего соотношения следует, что 0* = , т. е. 

 0ker * =F . Таким образом ZF =Im . С другой стороны, согласно 

фредгольмовости оператора F  получаем  0ker =F . Следовательно, по теореме 

Банаха, оператор  F  ограниченно обратим. 

Пусть теперь  
Nnn 

  - b -минимальна в Z . Возьмем Fz ker , т. е. 0=Fz . 

Тогда  из b -базисности  
Nnn 

  в Z , следует, что  


=

=
1

* )),((
n

nn zbz  , где  
Nnn 

*   

является b -биортогональной системой к  
Nnn 

 . Действуя на обе части 

последнего равенства оператором F  получаем 0)),((
1

* =


=n

nn zb  . Согласно b -
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минимальности системы  
Nnn 

  получаем, что это верно только при 0)(* =zn . 

Поэтому  0=z . Значит, оператор F  ограниченно обратим.  

Аналогичным образом показывается ограниченная обратимость F  в 

случаях c) и d). Теорема доказана. 

Также имеет место следующая 

Теорема 2.1.3. Пусть система   Y
Nnn 


   образует b -базис в Z ,  

)(ZLF   - фредгольмовый оператор, система   Y
Nnn 


  такая, что 

),()),(( nn xbxbF  = Xx , Nn . Тогда  
Nnn 

  образует b -базис в Z , b -

изоморфный к  
Nnn 

 . 

Доказательство. Покажем ограниченную обратимость оператора F . 

Пусть * 
*ker F . В силу того, что  

Nnn 
  b -базис в Z , то   

0)),(())),((()),(( **** === nnn xbFxbFxb  . 

Отсюда в силу b -базисности в Z  системы  
Nnn 

  получаем, что  0* = . 

Поэтому, из фредгольмовости оператора F  получаем  0ker =F . Значить 

оператор F  ограниченно обратим. Теорема доказана.  

Справедлива следующая 

Следствие 2.1.1.  Пусть  Y
Nnn 


  образует b -базис в Z  с   b -

сопряженной системой   ),(* XZ
Nnn  

 , система   Y
Nnn 


  имеет конечное 

число членов отличных от элементов  
Nnn 

 . Тогда для системы  
Nnn 

  условия 

a) - d) теоремы 2.1.2 эквивалентны. 

Доказательство.  Обозначим через K  множество тех индексов k , при 

которых kk   . Пусть  





−


=

Kn

Kn

nn

n

n
,

,~




  

Определим оператор A  по формуле )~),(()( *


=
Kk

kk zbzA  . Очевидно, что )(ZA  . 

Поэтому оператор AIF +=  является фредгольмовым оператором, причем 
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),()),(( nn xbxbF  =  при любых Xx  и Nn . По Теореме 2.1.2 получаем, что 

свойства a) - d) эквивалентны.  Лемма доказана. 

Определение 2.1.2. Систему  
Nnny


 с b -биортогональной  

Nnny


*  назовем 

p -b -бесселевой в Z , если  Zz   Z

p

n

p

X
n zMzy 1

1

1

* )( 










=

.  

Если p -b -бесселевая в Z  система  
Nnny


 образует b -базис, то  

Nnny


 

назовем p -b -базисом в Z .  

Теорема 2.1.4.  Пусть система  
Nnn 

  Y  образует p -b -базис 

)1( + p   в Z  с b -сопряженной системой   ),(* XZ
Nnn  

 ,  система  
Nnn 

 

Y  q -близка  к  
Nnn 

  )1
11

( =+
qp

. Тогда для системы  
Nnn 

  условия a)-d) теоремы 

2.1.2  эквивалентны. 

Доказательство.  Так как системы  
Nnn 

  и  
Nnn 

 q -близки, а система 

 
Nnn 

  −p b -бесселева в Z , то Zz   ряд ),)((
1

*

n

n

n zb 


=

 сходится. В самом деле, 

Zz  , Nm  имеем:  

−− 


+=



+=
Ynn

mn
X

n

Zmn

nnn zMzb 
1

*

1

* )()),((  

q

mn

q

Ynn

p

mn

p

X
n zM

1

1

1

1

* )( 







−








 



+=



+=

 . 

Значит, ряд ),)((
1

*

n

n

n zb 


=

 сходится. Далее, рассмотрим оператор F , 

определенный соотношением )),(()(
1

*

n

n

n zbzF 


=

= , Zz . Ясно, что TIF += , где 

оператор T  задан по формуле )),(()(
1

*

nn

n

n zbzT  −=


=

, Zz . Для Nm  

обозначим через mT  оператор, определенный выражением 

)),(()(
1

*

nn

m

n

nm zbzT  −=
=

, Zz . Очевидно, что оператор  mT  компактен. С другой 

стороны, имеем 
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−−=− 


+=



+=
Ynn

Xmn

n

Zmn

nnnZm zMzbzTTz 
1

*

1

* )()),((  

q

mn

q

YnnZ

q

mn

q

Ynn

p

mn

p

X
n zMzM

1

1

2

1

1

1

1

* )( 







−








−








 



+=



+=



+=

 . 

Поэтому  

q

mn

q

Ynnm MTT

1

1

2 







−− 



+=

 . 

Следовательно, mT  равномерно сходится к T .  Таким образом, оператор T  

компактен, тем самым F  - фредгольмовый оператор. Так как ),()),(( nn xbxbF  = ,

Nn , то применяя Теорему 2.1.2, получаем утверждение теоремы. Теорема 

доказана.  

 В следующей теореме изучаются эквивалентные свойства системы 

близкой к b -базису.  

Теорема 2.1.5.  Пусть X , Y  и Z  - B -пространства, система  
Nnn 

  Y  

образует b -базис в Z  с b -биортогональной системой   ),(* XZ
Nnn  

 , система 

 
Nnn 

  Y  такая, что *

1

n

n
Ynn 



=

−  + . Тогда для системы  
Nnn 

  условия 

a)-d) теоремы 2.1.2 эквивалентны. 

Доказательство.  Рассмотрим ряд )),((
1

*

nn

n

n zb  −


=

. Очевидно, что 

оператор nT , определенный выражением zTn = )),(()(
1

*

nn

m

n

nm zbzT  −=
=

, Zz ,  

компактен в Z . Следовательно, оператор T : )),(()(
1

*

nn

n

n zbzT  −=


=

 является 

компактным. Тогда оператор TIF +=  фредгольмовый и имеет 

местосоотношение ),()),(( nn xbxbF  = , Nn . Применяя Теорему 2.1.2, 

получаем утверждение теоремы. Теорема доказана.  
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Следствие 2.1.2.  Пусть система   Y
Nnn 


  образует b -базис в Z  с b -

биортогональной системой  
Nnn 

* , а система   Y
Nnn 


   такая, что 

Mn

nYnn

1

1

* −


=

 . Тогда  
Nnn 

  образует b -базис, b -изоморфный к  
Nnn 

 .    

Аналогично доказывается следующая  

Теорема 2.1.6. Пусть система  
Nnn 

  Y  образует b -базис в Z  с b -

биортогональной системой  
Nnn 

* , система   Y
Nnn 


  имеет b -

биортогональную систему   
Nnn 

* : +−


=1

**

n
Ynnn   и ),(** XZnn  − , .Nn   

Тогда  
Nnn 

   образует b -базис в Z , b -изоморфный к  
Nnn 

 .  

  

2.2. Устойчивость b -базиса в банаховых пространствах 

 

Пусть Y  - банахово пространство, X   и H  - гильбертовы пространства с 

соответствующими скалярными произведениями X),(   и H),(  , HYXb →: - 

билинейное  отображение удовлетворяющее условию (1.1.1).  

 Определение 2.2.1. b -базис  
Nnny


 в H  назовем b -ортонормированным, 

если  ее b -биортогональная система совпадает с  
Nnny


.  

Следующая теорема является гильбертовым обобщением теоремы Пэли-

Винера.  

 Теорема 2.2.1. Пусть система   Y
Nnn 


  образует b -

ортонормированный b -базис в H , а система   Y
Nnn 


  такая, что )1,0[ , 

для любой конечной последовательности   Xxn   имеет  место  соотношение 

                                            
 −

n
Xn

Hn

nnn xxb
22

2

),(  .                                (2.2.1) 

Тогда система  
Nnn 

  образует b -базис в H , b -изоморфный к  
Nnn 

 .  

 Доказательство. Ясно, что в случае 0=  получим nn  = , Nn . Пусть 

теперь 0 . В силу того, что  
Nnn 

 - b -ортонормированный b -базис, то ясно, 

что  Hh  имеет место равенство  
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2

1

2
),(

H
n

Xnb hh =


=

 . 

Положим )),,((
1

nn

m

n

nbm hbh  −=
=

.  Из сходимости ряда 


=1

2
),(

n
Xnb h    имеем 

0 , 0m , 0, mmNm  , Np  

2

1

2
),( 










+

+= 




pm

mn
Xnh .  

Поэтому, применяя (2.2.1) получаем, что  0 , 0m , 0, mmNm  , Np  

2

1

22

2

1

),()),,((  − 
+

+=

+

+=

pm

mn
Xnb

H

pm

mn

nnnb hhb . 

т. е. последовательность mh  фундаментальна, и значит, в силу полноты H  

сходится. Следовательно, можно определить линейный оператор T  по формуле  

)),,(()(
1

nn

n

nb hbhT  −=


=

, Hh . 

 Из (2.2.1) получаем, что  


==

−
m

n
Xnb

H

m

n

nnnb hhb
1

22

2

1

),()),,((  . 

Отсюда, переходя к пределу при →m  имеем  

22

2

1

2
)),,(()(

H

Hn

nnnbH
hhbhT  −= 



=

. 

Итак, 
HH

hhT )( , и тем самым 1T . Следовательно, по теореме Банаха 

оператор TI −  ограниченно обратим. Очевидно, что  

)),,(())((
1

n

n

nb hbhTI 


=

=− , Hh . 

В частности, 

),()),()(( nn xbxbTI  =− , Nn . 

Теорема доказана.  

Теперь рассмотрим случай банаховых пространств.  
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 Теорема 2.2.2. Пусть X  - банахово пространство,  система   Y
Nnn 


    

образует  b -базис в Z  и система   Y
Nnn 


  такая, что  )1,0[ , для любой 

конечной последовательности    Xxn   верно соотношение 

                                  Zn

nn

Zn

nnn xbxb  − ),(),(  .                                      (2.2.2) 

Тогда система  
Nnn 

  образует b -базис, b -изоморфный к  
Nnn 

 .    

 Доказательство. Используя (2.2.2) легко показать сходимость ряда  

),(
1

nn

n

nxb  −


=

для   = Xxx n
ˆˆ . Определим оператор T  по формуле  

)),(()(
1

*

nn

n

n zbzT  −=


=

, Zz ,  

где  
Nnn 

*  - b -биортогональная система к  
Nnn 

 . Из (2.2.2) следует, что 

1 T . Следовательно, по теореме Банаха оператор TI −  ограниченно 

обратим.  Ясно, что 

)),(())((
1

*

n

n

n zbzTI 


=

=− , Zz . 

Поэтому  

),()),()(( nn xbxbTI  =− , Nn , Xx , 

т. е.  
Nnn 

  образует b -базис в Z b -изоморфный к  
Nnn 

 . Теорема доказана.  

 

2.3. X̂ -бесселевый b -базис в банаховых пространствах  

и его устойчивость  

 

Пусть X , Y  и Z  - B -пространства,  система   
Nnn 

  из  Y  образует b -

базис в Z , с b -биортогональной системой   ),(* XZL
Nnn 


  и X̂  -  пространство 

последовательностей из коэффициентов разложений по b -базису  
Nnn 

 , 

ZYXb →:  - билинейное  отображение, удовлетворяющее условию (1.1.1).   

Пусть X̂  и Ŷ - KB -пространства последовательностей векторов над X  и Y  

соответственно. 
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Следующее понятие является обобщением понятия p -бесселевого базиса 

при билинейном отображении.  

Определение 2.3.1. b -базис  
Nnn 

  в Z  назовем 
X

b ˆ -бесселевым, если 

0B  для Zz  имеет место  
ZXNnn zBz 

 ˆ

* )( , где  
Nnn 

*  - b -

биортогональная система к  
Nnn 

 .  

Определение 2.3.2. Будем говорить, что X̂  нормально подчинена к Ŷ , 

если из   Xxn  ,   Yyn  ,  
YnXn yx    и   Yyn

ˆ  следует, что   Xxn
ˆ  и 

   
YnXnx ˆˆ  . 

Следующая теорема является аналогом теоремы об изоморфности 

системы q -близкой к p -бесселевому базису.  

Теорема 2.3.1. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство такое, что  

*X̂  подчинена к Ŷ ,  система   Yn   образует 
X

b ˆ -бесселевый базис в Z  и 

  ),(* XZ
Nnn  

 . Пусть система   Yn   такая, что   Y
Nnnn

ˆ−


 . Тогда для 

системы  
Nnn 

  условия a) - d) теоремы 2.1.2 эквивалентны. 

Доказательство. По Лемме 1.1.1 пространство *X̂  изоморфно 

пространству последовательностей   ***ˆ Xxx
Nnn =


,  для которых сходится ряд 




=1

* )(
n

nn xx  при любом   Xxx
Nnn

ˆˆ =


 и выполняется условие  




==

=
1

*

1ˆ
ˆ

* )(supˆ
*

n

nn
x

X
xxx . 

Для   *** ˆˆ Xxx
Nnn =


 в силу Леммы 1.1.2 имеем   



=


=
1

**ˆ
n

Nkknk xx  . Выясним 

сходимость ряда )),((
1

*

nn

n

n zb  −


=

 при любом  Zz .  Зафиксируем Npm ,  и 

Zz  и обозначим 
+

+=

−=
pm

mn

nnn zbw
1

* )),((  . По следствию теоремы Хана-Банаха 

существует *Zf  :  1=f , что 
Z

wwf =)( . Имеем  

=







−===− 

+

+=

+

+=

pm

mn

nnnZ

Z

pm

mn

nnn zbfwfwzb
1

*

1

* )),(()()),((   
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 −=− 
+

+=

+

+=

pm

mn

nnn

pm

mn

nnn zfbzbf
1

**

1

* ))())(,())),((( 

 

     
** ˆ1

*

ˆ

*

ˆ1

* ),()(),(

X

pm

mk
NnkknkZXNnn

X

pm

mk
Nnkknk fbzBzfb 

+

+=


+

+=


−−  .  

Так как 
Y

yfMyfb ),(* , то из подчиненности *X̂ к Y
~

,  имеем 

 
Z

Y

pm

mk
Nkkknk

Z

pm

mn

nnn zBMzb
ˆ11

* )()),(( 
+

+=


+

+=

−−  . 

Следовательно, ряд  )),((
1

*

nn

n

n zb  −


=

 сходится при любом  Zz , и значит, 

определен линейный ограниченный оператор )),(()(
1

*


=

−=
n

nnn zbzT  , Zz . 

Далее, имеет место неравенство  

 
ZYNnnnZ

zBMzT
ˆ

)(


−  , Zz . 

Легко показать, что оператор T  является пределом последовательности 

операторов ZZTm →: , заданных по формуле )),(()(
1

*
=

−=
m

n

nnnm zbzT  , Zz . 

Поэтому ),( XZT   и F = TI −  является фредгольмовым оператором. Имеем 

)),(()(
1

*


=

=
n

nn zbzF  , Zz .  Ясно, что ),()),(( nn xbxbF  = , Xx , Nn . По 

Теореме 2.1.2 свойства a)–d) для системы  
Nnn 

  эквивалентны. Теорема 

доказана.  

 Из доказанной теоремы непосредственно вытекает следующее обобщение 

теоремы Бари, о базисности Рисса системы квадратично близкой к 

ортонормированному базису в гильбертовых пространствах. 

Следствие 2.3.1. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство и *X̂  

подчинена к Ŷ , система   Yn   образует 
X

b ˆ -бесселевый базис в Z  и  

  ),(* XZ
Nnn  

 . Пусть система   Yn   -  -b -линейно независима в Z  такая, 

что   Y
Nnnn

ˆ−


 . Тогда  
Nnn 

  образует b -базис  b -изоморфный к  
Nnn 

 . 
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Теорема 2.3.2. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство и *X̂  

подчинена к Ŷ ,  система   Yn   образует  
X

b ˆ -бесселевый базис в Z . Пусть 

система   Yn  такая, что   Y
Nnnn

ˆ−


 и  
MBYNnnn

1
~ −


 .  Тогда  

Nnn 


образует b -базис в Z , b -изоморфный к  
Nnn 

 . 

Доказательство. Как в доказательстве Теоремы 2.3.1, можно определить 

линейный и ограниченный оператор )),(()(
1

*


=

−=
n

nnn zbzT  , Zz , 

удовлетворяющий неравенству 

 
ZYNnnnZ

zBMzT
ˆ

)(


−  , Zz , 

где  
Nnn 

* -  b -биортогональная система к  
Nnn 

 . Отсюда, согласно условию, 

получим  

  1
ˆ
−

 YNnnnBMT  . 

 Поэтому по теореме Банаха, оператор TI −  ограниченно обратим. Ясно, что 

),()),()(( nn xbxbTI  =− Xx , Nn .    Теорема доказана. 
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ГЛАВА III.  

b -ФРЕЙМЫ В ГИЛЬБЕРТОВЫХ И БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

 

Понятие фрейма было введено в 1952 году R.J.Duffin и A.C.Schaeffer 

[124] в связи с изучением негармонических рядов Фурье относительно 

возмущенной системы экспонент. В этой основополагающей работе 

устанавливаются некоторые свойства фреймов из возмущенной системы 

экспонент  ti ne
 , ],[ −t , а также  дано определение абстрактного фрейма в 

сепарабельных гильбертовых пространствах. Теория фреймов получило 

интенсивное развитие начиная с 80-х годов после основополагающих работ 

И.Добеши [117], И.Добеши, А.Гросман, И.Мейера [118], С.Малат [191] и др. В 

последующем этому направлению были посвящены многочисленные работы 

авторов Н.М.Астафьева [2], И.М.Дремин, О.В.Иванов, В.А.Нечитайло [123], 

К.Чуи [112], Е.Ковачевич, А.Чебира [185], И.Добеши [117], М.Фрейзер [72], 

O.Christensen [109], R.Young [220], Ch.Heil [149] и обзорные статьи P.G.Casazza, 

D.Han, D.Larson [107], K.Gröchenig [144], O.Christensen, С.Heil [110], 

O.Christensen, D.Stoeva  [111], B.T.Bilalov, F.A.Guliyeva [92] и др. Одним из 

важных направлений теории фреймов является обобщение фреймов в 

гильбертовых и банаховых пространствах. В работе W.Sun [215] было введено 

понятие g -фрейма в гильбертовых пространствах и на этот случай перенесены 

многие свойства обычных фреймов. В работе Б.Т.Билалова, Ф.А.Гулиева [93] 

введено понятие t -фрейма в тензорных произведениях гильбертовых 

пространств. Непрерывные фреймы в гильбертовых были изучены S.T.Ali, 

J.P.Antoine, J.P.Gazeau [80]. В этом направлении известны также работы 

A.Rahimi, B.Daraby, Z.Darvishi [203], A.Rahimi, A.Najati, Y.N.Dehghan [204]. На 

случай банаховых пространств, фреймы были обобщены в различных 

направлениях. Фреймы в банаховых пространствах впервые были изучены 

K.Gröchenig [144] в 1991 году. В этой работе введены и изучены понятия 

банахова фрейма и атомарного разложения в банаховых пространствах. В 

работе P.Casazza, D.Han, D.Larson [107] фреймы в банаховых пространствах 
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определяются как проекции безусловных базисов объемляющего банахова 

пространства.  A.Aldrobi, Q.Sun, W.Tag [79] в лебеговых пространствах 
pL  

введены и изучены понятия p –фрейма и атомарного разложения относительно 

shirt invariant подпространств 
pL . p -фреймы и их связи с q -Рисс базисами в 

банаховых пространствах изучались в работе O.Christensen, D.T.Stoeva [111]. 

Распространение этой идеи на случай общих банаховых пространств числовых 

последовательностей изучалась в работах P.G.Casazza, O.Christensen, D.T.Stoeva 

[106], Б.Т.Билалова [8], П.А.Терехина [70]. Другим направлением теории 

фреймов является изучение метода возмущения фреймов. В этом направлении 

известны результаты в контексте классической теоремы Пэли-Винера. По 

поводу этих результатов можно посмотреть монографии R.Young [220], Ch.Heil 

[149], O.Christensen [109] и статьи R.Balan [86], O.Christensen, Ch.Heil [110], 

P.G.Casazza, O.Christensen [105].  В этой главе посредством билинейных 

отображений дается понятие b -фрейма в гильбертовых и банаховых 

пространствах, обобщающее понятие фреймов. Многие классические факты 

переносятся на этот случай. Введено понятие b -атомарного разложения и 

изучено ее нетерово возмущение. 

 

3.1. b -фреймы и некоторые свойства b -фреймового оператора  

в гильбертовых пространствах 

 

Пусть X  и H  - гильбертовы пространства со скалярными произведениями 

X),(   и H),(   соответственно, Y  - банахово пространство с нормой 
Y
 . 

HYXb →:  -  билинейное отображение, удовлетворяющее  

            0M :  
YXH

yxMyxb ),( , Xx , Yy .                          (3.1.1) 

Следующее понятие является обобщением фреймов в гильбертовых 

пространствах. 

Определение 3.1.1. Последовательность  
Nkky


  назовем b -фреймом в H

, если существуют постоянные 0, BA   такие, что  
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2

1

22
),(

H
k

XkbH
hByhhA 



=

 ,  Hh .                        (3.1.2)  

Постоянные A  и B  будем называть границами b -фрейма. При 

выполнении правой части (3.1.2)  
Nkky


  назовем  b -бесселевой в H  .  

Приведем характеристическое свойство b -бесселевых систем.  

Теорема 3.1.1. Последовательность  
Nkky


 Y  является b -бесселевой в 

H  с границей B  тогда и только тогда, когда определен линейный  

ограниченный оператор HXlT →)(: 2  такой, что  

                           


=


=
1

),()(
k

kkNkk yxbxT , BT  .                                        (3.1.3)     

Доказательство. Пусть  
Nkky


 -  b -бесселева в Z  с границей B . Для 

любого   )(ˆ
2 Xlxx

Nkk =


 ряд 


=1

),(
k

kk yxb  сходится. На самом деле, пусть 


=

=
n

k

kkn yxbh
1

),( . При nm   имеем 

===− 
+==+=

H

m

nk

kk
h

H

m

nk

kkHmn hyxbyxbhh ),),((sup),(
111

 

 
+==+==

m

nk
XkbXk

h
X

m

nk

kbk
h

yhxyhx
1111

),(sup)),(,((sup   

2

1

1

22

1

1

22

1

1

2

1

),(sup 
























 

+=+=



==

m

nk
Xk

m

nk
Xk

k
Xkb

h

xBxyh . 

Поскольку правая часть стремится к нулю при →n , то последовательность 

 
Nnnh


 удовлетворяет критерию Коши, и тем самым сходится. Значит, 

определен оператор   


=


=
1

),()(
k

kkNkk yxbxT . Аналогично вышепоказанному, легко 

показать, что     
)(2

)(
XlNkklHNkk xBxT


 . Отсюда, получаем BT  . 

 Обратно, пусть определен линейный ограниченный оператор HXlT →)(: 2 , 

  


=


=
1

),()(
k

kkNkk yxbxT  и BT  . Докажем, что система   
Nkky


 является b -
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бесселевой в H  с границей B . Для произвольных   )(ˆ
2 Xlxx

Nkk =


 и Hh  

рассмотрим   HNkk hxT )),((


.  Имеем 

  ==


=


1

)),,(()),((
k

HkkHNkk hyxbhxT  

    XNkkbNkk

k

Xkbk yhxyhx )),(,()),(,(
1





=

==  . 

Отсюда непосредственно получаем выражение для сопряженного оператора  

                                               
Nkkb yhhT


= ),(*  , Hh .                                        (3.1.4) 

Имеем 
222

*
2

)(

*

1

2

2

),(
HHXl

k
Xkb hBhThTyh =



=

 . Теорема доказана.  

Пусть последовательность   Yy
Nkk 


 образует b -фрейм в H . Тогда 

определен оператор HHS →:  по формуле   




=

=
1

)),,(()(
k

kkb yyhbhS  , Hh . 

Оператор S  назовем b -фреймовым оператором для  
Nkky


.  

Справедлива  

 Теорема 3.1.2. Пусть    Yy
Nkk 


 образует b -фрейм в H  с границами A ,

B . Тогда b -фреймовый оператор S  является положительным 

самосопряженным ограниченно обратимым оператором и BISAI  .  

 Доказательство.  Для каждого Hh  имеем 




=



=

==
1

2

1

),()),),,((()),((
k

Xkb

k

HkkbH yhhyyhbhhS  , 

т. е. S  - положительный оператор и BISAI  . Пусть оператор HXlT →)(: 2  

определен по формуле (3.1.3). Тогда из (3.1.3) непосредственно следует, что  

*TTS = . Отсюда получаем, что S  - самосопряженный оператор. Далее, при 

любом  Hh  имеет место  

HHH

k
XkbH

hShhhSyhhA =


=

)),((),(
1

22
 , 
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и следовательно, 
H

ShhA  . Таким образом, как сюръективный и инъективный 

оператор S  ограниченно обратим.  Теорема доказана.  

 Дадим критерий b -фреймовости последовательности. 

  Теорема 3.1.3. Последовательность   Yy
Nkk 


 образует b -фрейм в H  

тогда и только тогда, когда определен ограниченный сюръективный оператор 

по формуле (3.1.3). 

 Доказательство. Пусть последовательность  
Nkky


  образует  b -фрейм в 

H  и S  - ее b -фреймовый оператор. Тогда она b -бесселева в H  и поэтому в силу 

Теоремы 3.1.1 по формуле (3.1.2) определен ограниченный оператор 

HXlT →)(: 2 . Остается показать, что HT =Im . Поскольку STT =*
 и HS =Im , то 

HT =Im . 

 Обратно, пусть по формуле (3.1.2) определен ограниченный 

сюърективный оператор HXlT →)(: 2 . Покажем, что  
Nkky


  образует  b -фрейм 

в H . Согласно Теореме 3.1.1 последовательность  
Nkky


 b -бесселева в Z . 

Возьмем произвольный Hh . Так как hTTh += , то пологая  
NkkxhT



+ =  получим 

 
224

)),((),( HNkkHH
hxThhh


== =  

                                           = 


=



=

2

1

2

1

)),(,(),),(( X

k

kbkH

k

kk yhxhyxb   

 


=



=



= 1

2

1

2

2

1

),(),(
k

Xkb

k
Xk

k
XkbXk yhxyhx   




=

+


=

+ =
1

22

1

22

)(
),(),(

2
k

XkbH
k

Xkb
Xl

yhhTyhhT  . 

Таким образом, для любого Hh  имеем 

222

)(

*

1

22

2
2

),(
1

HXl
k

XkbH
hThTyhh

T
=



=
+

 , 

т. е. система  
Nkky


 образует  b -фрейм в H . Теорема доказана.  

 Также имеет место следующий критерий b -фреймовости. 

Теорема 3.1.4. Последовательность   Yy
Nkk 


 образует  b -фрейм в H   с 

границами A  и B  тогда и только тогда, когда выполнены условия: 
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1)  
Nkky


 - b -полна в H ; 

2) определен оператор HXlT →)(: 2  по формуле (3.1.2) такой, что  

  


=




=


1

22

1

2
(

k
XkHNkk

k
Xk xBxTxA ,   ⊥


 )(KerTx

Nkk
. 

 Доказательство. Пусть  
Nkky


 образует  b -фрейм с границами A  и B . 

Сначала докажем b -полноту последовательности  
Nkky


 в H . Допустим 

противное, т. е. пусть последовательность  
Nkky


 не b -полна в H . Тогда 

существует ненулевой элемент Hh 0  такой, что 0),( 0 =kb yh , Nk  . Согласно 

(3.1.1) отсюда получим 00 =h , и значит, допущение не верно. Ясно, что 

множество 
*ImT  является замкнутым, и значит ⊥= )(Im * KerTT . Возьмем 

произвольный элемент    ⊥


 )(KerTx

Nkk
. Положим Hh  такой, что   hTx

Nkk

*=


. 

Имеем  




=



=

=








1

22
*22

*2*

2

1

2
),(

1
),(),(

k
Xkb

HHH
H

k
Xkb yhhTT

A
hhTThhTTyh  . 

Отсюда следует, что 
2

*

1

2
),(

H
k

Xkb hTTyhA 


=

 . С другой стороны, справедливо  




=


1

22

)(

*22
* ),(

2
k

Xkb
XlH

yhBhTThTT  , 

т. е. для любого   ⊥


 )(KerTx

Nkk  имеет место 2). 

 Обратно, пусть имеют место 1) и 2). Покажем, что T  - сюръективный 

оператор. Действительно, пусть  Th Im  и Thn Im  такая, что hhn →  при →n . 

Тогда существует ⊥ )(ˆ KerTxn  такая, что  nn xTh ˆ= . Из 2) легко заметить, что 

последовательность nx̂  фундаментальна, и поэтому, сходится к ⊥ )(ˆ KerTx . 

Учитывая непрерывность оператора T , получим hxTxTh nn =→= ˆˆ , т. е. 

множество TIm  замкнуто. Далее, из  b -полноты  
Nkky


  в H  и   TyL

Nkkb Im)( 


 

следует HT =Im . Для  )(ˆ
2 Xlx  имеет место ⊥+  )(ˆ KerTxTT . Тогда из 2) получим 

222

)(
ˆˆˆ

2
HHXl

xTxTTTxTTA = ++
. 
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Следовательно, 
A

T
1

+
 . Поскольку 

HTKerTTT ==== ⊥+++ Im)()Im()Im( ** , 

для Hh   получаем hTTh **)( +=  и  

=== +++
2

)(

*
2

*
2

)(

*
2

*
2

**2

22

)()()(
XlXlHH

hTThTThTTh  

2

)(

*
2

)(

*
2

22

1

XlXl
hT

A
hTT = + . 

Теорема доказана.  

В следующей теореме показывается, что b -фреймы являются образами b

-ортонормированных b -базисов ограниченным суръективным оператором.  

Теорема 3.1.5. Пусть последовательность   Y
Nkk 


  образует  b -

ортонормированный b -базис в H . Тогда система   Yy
Nkk 


 является b -

фреймом в H  тогда и только тогда, когда существует ограниченный 

сюръективный оператор HHU →: : ),()),(( kk yxbxbU = , Xx  и Nk  . 

Доказательство. Пусть  
Nkky


 образует  b -фрейм в H . По Теореме 3.1.3 

определен ограниченный сюръективный оператор HXlT →)(: 2  по формуле 

(3.1.2). Рассмотрим оператор )(: 2 XlH →   по формуле  
Nkkb hh


= ),()(  . 

Ясно, что  
Nkjkj xxb


=  )),(( . Определим оператор HHU →:  по формуле 

= TU . Очевидно, что U  есть ограниченный сюръективный оператор и имеет 

место  

  ),()()),(()),(( kNkjkkk yxbxTxbTxbU ===


 , Xx , Nk  . 

Обратно, пусть существует ограниченный сюръективный оператор 

HHU →:   такой, что ),()),(( kk yxbxbU = , Xx  и Nk  . Покажем, что  
Nkky


  

является b -фреймом в H .  Для Hh  и Xx   получим  

=== HkHkXkb hхUbhyxbyhx )),,(()),,(()),(,(   

XkbHk hUxhUхb )),(,()),,(( **  == , 

и значит, ),(),( *

kbkb hUyh  = , Hh . Тогда 
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2

)(

*

1

2
*

1

2

2

),(),(
Xl

k
X

kb

k
Xkb hUhUyh ==



=



=

 .                                (3.1.5) 

В силу сюръективности U , существует 0с  такой, что 
HXl

hchU 
)(

*

2

. С другой 

стороны, 
HXl

hUhU 
)(

*

2

. Таким образом, из (3.1.5) следует, что  

2

1

22
),(

H
k

XkbH
hUyhhc 



=

 , 

т. е.  
Nkky


 образует b -фрейм в H . Теорема доказана.  

Пусть последовательность   Yy
Nkk 


 образует b -фрейм в H  и 

рассмотрим оператор матрицу )( ikuU = , Nki , , где ),( XXLuik  . Предположим, 

что система    Y
Nii 


  удовлетворяет условию 

                                      )),((),(
1

kb

k

ikib yhuh  


=

= .                                      (3.1.6) 

В следующей теореме устанавливается b -фреймовость системы  
Nii 

 . 

Теорема 3.1.6. Пусть последовательность  
Nkky


 Y  образует  b -фрейм 

в Z  с границами A  и B . Пусть оператор U  заданный по формуле 

Nik

kik xuxU




= 







= 
1

)()ˆ(  является ограниченным в )(2 Xl . Тогда система  
Nii 

   

определенная соотношением (3.1.6) образует b -фрейм в H  тогда и только 

тогда, когда 0с такой, что  

                         


=



=


1

2

1

2
),(),(

i
Xib

i
Xib yhch  ,  Hh .                             (3.1.7) 

Доказательство. Пусть   
Nii 

  - b -фрейм в H  с границами 1A  и 1B . Тогда 

Hh  имеем  




=



=


1

212

1

1

2
),(),(

i
XibH

i
Xib yh

B

A
hAh  . 

 Обратно, пусть 0с  такой, что имеет место (3.1.7). Имеем  

   
NkkbNkkb hyhU


= ),()),((  , Hh .  

Следовательно, 
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  =




=


2

)(
1

2

2

)),((),(
XlNiib

l
Xib yhUh   

 
222

)(

2

2

),(
HXlNiib hUByhU 


 . 

Далее, согласно (3.1.7) и (3.1.2) получим 

2

1

2

1

2
),(),(

H
l

Xib

l
Xib hcAyhch  



=



=

 , 

т. е.   
Nii 

  образует b -фрейм в H . Теорема доказана.  

Теорема 3.1.7. Пусть последовательность   Yy
Nkk 


 образует  b -фрейм 

в Z  с границами A  и B ,  операторы ),( XXLulk  , Nki , , такие, что имеет 

место 
XlkXlk xaxu )( , 0lka , Xx , и выполнены условия 

+=  


=



=1 1

*sup
j i

lkij
k

uub ; 0inf
1 1

*2 












−=   



= 



=i kj i

ikijik
k

uuaa . 

Тогда  
Nii 

  является b -фреймом в H  с границами aA  и bB . 

Доказательство.  Возьмем Hh . Сначала докажем, что  
Nii 

   

является b -бесселевой в H  с границей bB . Имеем 

===    


=



=



=



=



=



= 1 1 1

2

1 11

2
))),(()),,((()),((),(

i

H

k j

jbijkbik

Xi k

kbik

i
Xib yhuyhuyhuh   

=  


=



=



=



=



=



= 1 1 1

*

1 1 1

* ),(),()),(,)),(((
k

XjbXkb

j i

lklj

i

Hjb

k j

kbikij yhyhuuyhyhuu   

=


























   



=



=



=



=



=



=

2

1

1 1

2

1

*
2

1

1 1

2

1

* ),(),(
k j

Xjb

i

ikij

k j
Xkb

i

ikij yhuuyhuu   

2

1

2

1

2

1 1

* ),(),(
H

k
Xkb

k
Xkb

j i

ikij hbByhbyhuu =  


=



=



=



=

 . 

Теперь установим для  
Nii 

  левую часть неравенства (3.1.2). Получаем 

== 


=



=



=

2

1 11

2
)),((),(

Xi k

kbik

i
Xib yhuh   

+==   


=



=



=



=



= 1 1

2

1 1 1

)),(())),(()),,(((
l k

Xkbik

i

H

k j

jbijkbik yhuyhuyhu   

+
21

1 1

* )),(,)),((( IIyhyhuu
i

Hjb

k kj

kbikij +=


=



=





 . 
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Рассмотрим в отдельности 1I  и 2I . Ясно, что 1I  


=



=1 1

22 ),(
l k

Xkblk yha  . Далее, 

получаем 

 


=







=


1 1

*

2
),(),(

k
XjbXkb

kj i

ikij yhyhuuI    

=


























   



=







=



=







=

2

1

1

2

1

*
2

1

1

2

1

* ),(),(
k kj

Xjb

i

ikij

k kj
Xkb

i

ikij yhuuyhuu   

 


=







=

=
1

2

1

* ),(
k kj

Xjb

i

ikij yhuu  . 

Следовательно  

−+=


=

2121

1

2
),( IIIIh

i
Xib   

−  


=







=



=



= 1

2

1

*

1 1

22 ),(),(
k kj

Xjb

i

ikij

i k
Xkbik yhuuyha   

2

1

2
),(

H
k

Xkb haAyha  


=

 . 

Теорема доказана.  

 

3.2. b -фреймы в банаховых пространствах  

 

Пусть X  - банахово пространство с нормой 
X

  и X̂  - KB -пространство 

последовательностей векторов X . Пусть Y  и Z  - банаховы пространства с 

соответствующими нормами 
Y

 и 
Z

, ZYXb →:  -  билинейное 

отображение, удовлетворяющее (3.1.1) и *** : XYZb →  билинейное 

отображение заданное равенством ( 1.4.4). 

 Определение 3.2.1. Систему   Y
Nnn 


   назовем *X̂

b -фреймом в 
*Z , если 

для любого   *Zg    имеет место    ** ˆ),( Xgb
Nnn 


  и существуют постоянные 

 BA0  такие, что   

                                    gBgbgA
XNnn 

 *ˆ

* ),(  .                                                (3.2.1) 
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 Имеет место следующий критерий *X̂
b -фреймовости.   

Теорема 3.2.1. Система   Y
Nnn 


   образует *X̂

b -фрейм в *Z , тогда и 

только тогда, когда определен ограниченный суръективный оператор 

ZXT →ˆ:  по формуле 

                        


=

=
1

),(ˆ
n

nnxbxT  ,   Xxx
Nnn

ˆˆ =


.                                       (3.2.2) 

Доказательство. Необходимость. Пусть  
Nnn 

  - *X̂
b -фрейм в *Z . Для 

любого конечного  nx  имеем  

 
Xn

n

nn
gn

nn
gn

nn xBxgbxbgxb ˆ

*

11

))(,(sup),(sup),( =







= 

==

 . 

Отсюда следует, что для   Xxx
Nnn

ˆˆ =


 ряд 


=1

),(
n

nnxb   сходится и имеет место 

неравенство 
X

n

nn xBxb ˆ

1

ˆ),( 


=

 . Следовательно, линейный оператор ZXT →ˆ: , 

заданный по формуле (3.2.2) ограничен и 
XZ

xBxT ˆ
ˆˆ  . Далее, для *Zg   имеем 

  )ˆ(),())(,()ˆ( *

1

* xgbxgbxTg
Nnn

n

nn 



=

==  , 

т. е.  
NnngbgT


= ),(**  . Из *X̂

b -фреймовости в *Z  системы  
Nnn 

  получаем, что  

  gAgbgT
XNnn

X
=

 ** ˆ

*

ˆ

* ),(  , *Zg  . 

Последнее соотношение равносильно равенству  ZT =Im .  

 Достаточность. Пусть оператор ZXT →ˆ: , заданный по формуле (3.2.2) 

ограничен и ZT =Im . Тогда 0A  такое, что   gAgbgT
XNnn

X
=

 ** ˆ

*

ˆ

* ),(  . 

Пусть число 0B  такое, что BT  . Следовательно,  

  gBgTgTgb
XXNnn =

 ** ˆ

*

ˆ

* ),(  . 

Таким образом,   
Nnn 

  является *X̂
b -фреймом в 

*Z . Теорема доказана. 

 В следующей теореме устанавливается проекционное свойство *X̂
b -

фреймов. 
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Теорема 3.2.2. Пусть система   Y
Nnn 


  образует *X̂

b -фрейм в *Z . Тогда 

следующие свойства эквивалентны:  

1) Существует объемлющее банахово пространство 1Z , включающее в 

себя пространство Z  в  качестве замкнутого подпространства, имеющий 
X

t ˆ -

базис   ),( 1

* ZXL
Nnn 


 , где )(),( ** xxt  = , и ),( 1 ZZLP  - проектор такой, что 

),()(*

nn xbxP  = ,  для Xx , Nn ; 

2) Подпространство  








=== 


=


1

0),(:ˆˆˆ

n

nnNnn xbXxxN   дополняемо в X̂ ;  

3) Существует X̂ -бесселева система   ),(* XZL
Nnn 


  такая, что для 

любого Zz  выполняется равенство  

                                            )),((
1

*


=

=
n

nn zbz  .                                                       (3.2.3) 

Доказательство. Сначала установим равносильность условий 1) и 2). 

Пусть выполнено условие 1). Обозначим через  J   изоморфизм между X̂  и 1Z , т. 

е. 


=

=
1

* )()ˆ(
n

nn xxJ  ,   Xxx
Nnn

ˆˆ =


. Ясно, что )(ˆ 1 ZJM −=  является замкнутым 

подпространством X̂ . Покажем, что NMX ˆˆˆ = . Возьмем   Xxx
Nnn

ˆˆ =


. 

Положим )ˆ(xTz = , где оператор T  определен по формуле (3.2.2), и значит 




=

=
1

),(
n

nnxbz  . Пусть  )(ˆ 1

1 zJx −=  и 12
ˆˆˆ xxx −= . Тогда  

0ˆˆ)ˆˆ(ˆ
112 =−=−=−= zzxTxTxxTxT , 

т. е. то Nx ˆˆ
2  . Следовательно, 21

ˆˆˆ xxx += . В силу произвольности Xx ˆˆ  

получаем, что NMX ˆˆˆ += .  Пусть теперь NMx ˆˆˆ  . Из Nx ˆˆ  следует, что  0ˆ =xT

. Пусть zxJ =)ˆ( . С другой стороны, из Mx ˆˆ  получаем, что Zz .  

Следовательно, 0)ˆ()ˆ()( ==== xTxPJzPz . Поэтому 0)(ˆ 1 == − zJx . Таким образом, 

NMX ˆˆˆ = , т. е. выполняется условие 2). Пусть выполнено условие 2), т. е. N̂  

дополняемо в X̂  и имеет место равенство  NMX ˆˆˆ = . Обозначим через 

NZZ ˆ
1 = . Очевидно, что  1Z   является банаховым пространством по норме  
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XZZ

xzxz ˆ
ˆ,maxˆ;

1

= , 1
ˆ; Zxz  . 

Пусть P  - оператор проектирования 1Z  на Z , т. е. zxzP = )ˆ;( , 1
ˆ; Zxz   , а Q  - 

оператор проектирования X̂  на M̂  вдоль N̂ . Рассмотрим оператор 
1

ˆ: ZXJ →  по 

формуле −= )ˆ(ˆ);ˆ()ˆ( xQxxTxJ , Xx ˆˆ . Очевидно, что ),ˆ( 1ZXLJ  . Более того,  J   

является изоморфизмом пространств X̂  и 1Z . На самом деле, если 0)ˆ( =xJ ,  то 

0)ˆ( =xT  и  )ˆ(ˆ xQx = , т. е. NMx ˆˆˆ  . Поэтому 0ˆ =x , и значит, оператор J  

обратим. Для 1
ˆ; Zxz   в силу ZT =Im  следует, что существует X̂ˆ  такой, 

что zT =)ˆ( . Обозначим через x̂ˆˆ −=  . Тогда из M̂ˆ  следует, что, )ˆ(ˆ  Q= . 

Следовательно, )ˆ()ˆ(ˆ);ˆ(ˆ;  JQTxz =−= . Таким образом, 1Im ZJ = . По 

теореме Банаха об обратном операторе оператор J   ограниченно обратим. 

Положим   )()(*

Nknkn xJx


=  , Xx . Тогда  ),( 1

* ZXLn   и для 11 Zz   имеет место 

однозначное разложение,  

     


=



=




=


==







==

1

*

11

1 )(()ˆ(
n

nn

n
Nkknk

n
Nkknk xxJxJxJz  . 

Пусть P  - оператор проектирования 1Z  на Z . Тогда PJT =   и  

    ),()()()(*

nNknkNknkn xbxTxPJxP  ===


. 

Следовательно, выполняется условие 1).  

Теперь установим равносильность условий 2) и 3). Пусть выполнено 

условие 2), т. е. N̂  дополняемо в X̂  и имеет место равенство  NMX ˆˆˆ = . 

Обозначим через 1T  сужение оператора T  на M̂ . Поскольку  01 =KerT  и 

ZTT == ImIm 1 , оператор 1T  ограниченно обратим. Определим оператор 

XZn →:* , Nn , по формуле nn zTz ))(()( 1

1

* −= , Zz . Ясно, что ),(* XZLn  . Для 

Zz  имеем   XzTzn
ˆ)()( 1

1

* = − , т. е.  
Nnn 

*  - X̂ -бесселева в Z . Также имеем 




=

− ==
1

*1

1 )),(())((
n

nn zbzTTz  , 

т. е. справедливо условие 3). Пусть теперь имеет место условие 3). Возьмем 

произвольный   Xxx
Nnn

ˆˆ =


. Обозначим через )ˆ(xTz = . Из равенства (3.2.3) 



114 

 

следует, что   ))(( *

Nnn zTz


=  . Следовательно,   0))(ˆ( * =−
Nnn zxT  . Отсюда 

получаем,   Nzx
Nnn

ˆ)(ˆ * −


 , и значит, N̂  дополняемо в X̂ . Таким образом, 

условия 2) и 3) равносильны. Теорема доказана.  

 В следующей теореме находится условия, когда последовательность 

коэффициентов при разложении по *X̂
b -фрейму имеет наименьшую  X̂ -норму.  

Теорема 3.2.3.  Пусть система   Y
Nnn 


  образует *X̂

b -фрейм в *Z . 

Тогда следующие свойства эквивалентны:  

1) Подпространство N̂  дополняемо в X̂  и 1=P , где P  - оператор 

проектирования X̂  на дополнение N̂ ; 

2) Существует X̂ -бесселева система   ),(* XZL
Nnn 


  такая, что для 

любого Zz  выполняется равенство  )),((
1

*


=

=
n

nn zbz    и  

   
XNnn

XNnn xz
ˆˆ

* )(


 , 

для любого   Xxx
Nnn

ˆˆ =


: ),(
1




=

=
n

nnxbz  .  

 Доказательство.  Пусть выполнено условие 1), т. е.  пусть  NMX ˆˆˆ = , 

оператор P   проектирует X̂  на M̂  и 1=P . Возьмем Zz . Пусть   Xxx
Nnn

ˆˆ =


 

такой, что  ),(
1




=

=
n

nnxbz  . По Теореме 3.2.2 существует X̂ -бесселева система 

  ),(* XZL
Nnn 


  такая, что выполняется равенство )),((

1

*


=

=
n

nn zbz  . Отсюда 

следует, что    Nzx
Nnn

ˆ)(ˆ * −


 . Следовательно,   Mz
Nnn

ˆ)(* 


 . Имеем 

     
XNnnXNnn

XNnn xxPz
ˆˆˆ

* )()(


= , 

т. е. справедливо условие 2). 

 Наоборот, пусть выполнено условие 2). В силу Теоремы 3.3.2 

подпространство N̂  дополняемо в X̂ . Пусть NMX ˆˆˆ =  и P   - оператор 

проектирования  X̂  на M̂ . Возьмем произвольный   Xxx
Nnn

ˆˆ =


. Обозначим 
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через )ˆ(xTz = . Так как   ))(( *

Nnn zTz


=  , то    Nzx
Nnn

ˆ)(ˆ * −


  и  
Nnn zxP


= )()ˆ( * . 

Поэтому  

 
XXNnnX

xzxP ˆˆ

*

ˆ
ˆ)()ˆ( =


 . 

Отсюда следует, что 1=P , т. е. выполнено условие 1). Теорема доказана.  

  

3.3. X̂ -фреймы и их сопряженные системы в банаховых пространствах 

  

Пусть X , Z  - банаховы пространства и X̂  - CB -пространство 

последовательностей из векторов X .  

 Следующее понятие является обобщением фреймов в банаховых 

пространствах относительно пространства векторнозначных 

последовательностей.  

Определение 3.3.1.  Систему   ),( XZLg
Nkk 


 назовем X̂ -фреймом в Z , 

если существуют постоянные 0A  и 0B :   

 
ZXNkkZ

zBzgzA 
 ˆ

)( , Zz . 

Постоянные A  и B  назовем X̂ -фреймовыми границами  
Nkkg


.  

Имеет место следующая 

Теорема 3.3.1.  Пусть задана система     ),( ZXL
Nkk 


. Тогда  

Nkk 
   

является 
*X̂ -бесселевой в 

*Z  с границей B , тогда и только тогда, когда 

определен линейный ограниченный оператор  ZX → ˆ:  по формуле  

                       )()ˆ(
1




=

=
k

kk xx ,  
Nnnxx


=ˆ   и  B .                                (3.3.1) 

Доказательство. Пусть  
Nkk 

   является 
*X̂ -бесселевой в 

*Z  с границей  

B , т. е. *Zf   выполняется неравенство   **~
*

ZXNkk fBf 


. Сначала докажем 

сходимость ряда )(
1




=


k

kk x  при любом   
Nnnxx


=ˆ .  При mn   имеем   
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X

n

mk
Nikik

n

mk

kk
f

n

mk

kk
f

Z

n

mk

kk xBxfxfx
ˆ

*

11

)(sup))((sup)( 
=


=====

==  . 

Следовательно, ряд )(
1




=


k

kk x  сходится, и значит, определен линейный оператор 

)()ˆ(
1




=

=
k

kk xx ,  
Nnnxx


=ˆ . Из последнего соотношения следует, что 

XZ
xBx ˆ
ˆ)ˆ(  , т. е. B . 

  Обратно, пусть определен ограниченный оператор ZX → ˆ:  по формуле 

(3.3.1) и B . Тогда   *Zf   имеем 

)())(())ˆ(()ˆ(
1

*

1

* 


=



=

===
k

kk

k

kk xfxfxfxf . 

Отсюда следует, что   *** ˆ)( Xff
Nkk =


 и    ***

)(*

ˆ

*

ZZXNkk fBfff =


, 

*Zf  . Теорема доказана.  

Аналогично доказывается следующий критерий X̂ -бесселевости систем.  

 Теорема 3.3.2. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство и 

  ),( XZLg
Nkk 


. Тогда  

Nkkg


 является X̂ -бесселевой в Z  с границей B  тогда и 

только тогда, когда определен ограниченный оператор **ˆ: ZXT → : 

                          


=

=
1

** )ˆ(
k

kk gxxT ,   *** ˆˆ Xxx
Nkk =


,   и   BT  .                           (3.3.2) 

Очевидно, что система  
Nkkg


 является X̂ -фреймом в Z  тогда и только 

тогда, когда оператор XZU ˆ: →   данный по формуле 

                                           
Nkk zgzU


= )()( , Zz                                               (3.3.3) 

ограничен и имеет ограниченную обратную на UIm . 

Следующая теорема устанавливает критерий  X̂ -фреймовости. 

Теорема 3.3.3. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство, Z  - 

рефлексивно и система   ),( XZLg
Nkk 


. Тогда  

Nkkg


 образует X̂ -фрейм в Z  

тогда и только тогда, когда оператор **ˆ: ZXT → , определенный по формуле 

(3.3.2), является линейным ограниченным сюръективным оператором. 
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Доказательство. Необходимость. Пусть  
Nkkg


 образует X̂ -фрейм в Z  с 

границами A  и B . Тогда по Теореме 3.3.2 определен оператор **ˆ: ZXT →  по 

формуле (3.3.2) и BT  . Так как  
Nkkg


 является X̂ -фреймом в Z , то оператор U , 

заданный по формуле (3.3.3), изоморфно отображает Z  на UIm . Поэтому 

оператор 
*U  сюръективен. Справедливо равенство 

*UT = . Действительно, 

** ˆˆ Xx    и Zz  получаем  

))(ˆ()())((ˆ
1

*** zxTzgxzUx
k

kk


=

== . 

Значит оператор  T  сюръективен. 

 Достаточность. Пусть по формуле (3.3.2) определен линейный 

ограниченный оператор T . Тогда по Теореме 3.3.2 система  
Nkkg


 X̂ -бесселева в 

Z  и оператор U  заданный по формуле (3.3.3) ограничен. Поскольку TU =*
,  

*U  

отображает 
*X̂   на  

*Z  . Следовательно,   0A : 
ZX

zAzU ˆ)( , т. е.  
Nkkg


  

образует X̂ -фрейм  в Z . Теорема доказана.  

 Следующее понятие является обобщением банаховых фреймов 

относительно векторнозначных последовательностей. 

Определение 3.3.2. Пусть даны система   ),( XZLg
Nnn 


  и  линейный 

оператор ZXS →ˆ: .  Пара  ( )Sg
Nnn ,


 называется банаховым X̂ -фреймом в Z , 

если выполнены условия 

1)   Xzg
Nn

ˆ)( 


 для любого Zz ; 

2) существуют числа 0,0  BA  :  
ZXNnnZ

zBzgzA 
 ˆ

)( , Zz ;                             

3) оператор S  ограничен на X̂  и  ( ) zzgS
Nnn =


)( , Zz .                                          

Постоянные A  и B  называются границами для  ( )Sg
Nnn ,


, а S  называется 

восстанавливающим оператором. 

 В следующей теореме устанавливаются эквивалентные условия, при 

которых  X̂ -фрейм имеет оператор восстанавливания. 
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Теорема 3.3.4. Пусть   ),( XZLg
Nnn 


 является X̂ -фреймом в Z  и 

оператор )ˆ,( XZLU   определен по формуле (3.3.3).  Тогда следующие условия 

эквивалентны: 

1)   UIm  дополняемо в X̂ ; 

2)  оператор ZUU →− Im:1
  может быть продолжен до ограниченного 

оператора на все X̂ ; 

3) существует ограниченный оператор ),ˆ( ZXLS   такой, что пара 

 ( )Sg
Nnn ,


  образует банаховый X̂ -фрейм в Z . 

4) существует 
*X̂ -бесселевая в 

*Z  система   ),( ZXL
Nkk 


:  




=

=
1

)(
k

kk zgz , Zz . 

Доказательство. Пусть UIm  дополняемо в X̂ . Обозначим через P  

оператор проектирования X̂  на UIm . Рассмотрим оператор PUS 1−= . Тогда 

),ˆ( ZXLS   и )ˆ()ˆ( 1 xUxS −= , Ux Imˆ , т. е.  оператор S  является ограниченным 

продолжением оператора 
1−U  на все X̂ . Наоборот, пусть оператор 

1−U   

продолжается ограниченным оператором  S  на все  X̂ . Определим оператор 

USP = . Имеем PUSUSUSP ===2
, т. е. P  - оператор  проектирования X̂  на UIm , 

и значит UIm  дополняемо в X̂ . Следовательно, условия 1) и 2) равносильны.  

Покажем равносильность условий 1) и 3). Пусть оператор  S  является 

ограниченным продолжением оператора 
1−U  на все X̂ . Тогда для Zz  имеем 

                                    ( ) zzSUzgS
Nn

==


)()( , 

т. е. пара  ( )Sg
Nnn ,


  образует банаховый X̂ -фрейм в Z . Обратно, предположим, 

что X̂ -фрейм  
Nnng


  имеет оператор восстанавливания ),ˆ( ZXLS  . Тогда для 

Ux Imˆ  имеем 

( ) )ˆ())ˆ(()ˆ( 11 xUxUUSxS −− == , 

т. е. S  является ограниченным продолжением оператора 
1−U  на все X̂ .  
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 Теперь установим эквивалентности условий 3) и 4). Пусть  ( )Sg
Nnn ,


  

образует банаховый X̂ -фрейм в Z . Определим оператор ZXk → :  по 

равенству   )()(
Nnnkk xSx


=  , Xx . Ясно, что   ),( ZXL

Nkk 


.  Имеем  

    )())(())(()( **

NnnkNnnkkk xfSxSfxfxf


===  . 

Отсюда следует, что  )ˆ()( *

1

* xfSxf
k

kk =


=

,   Xxx
Nkk

ˆˆ =


, т. е. для любого *Zf   

получаем    *** X̂fSf
Nkk =


. Следовательно,   

Nkk 
   является 

*X̂ -бесселевой 

в 
*Z . С другой стороны, для любого Zz  получим 

 ( )  ( ) ))(()()(
11

zgzgSzgSz k

k

k

k
NikikNkk 



=



=


===  . 

Обратно, пусть существует 
*X̂ -бесселевая в 

*Z  система   ),( ZXL
Nkk 


 такая, 

что справедливо 4).  По Теореме 3.3.1 оператор )()ˆ(
1




=

=
k

kk xx ,  
Nnnxx


=ˆ  

ограничен. Для  Zz  имеем  

  zzgzgzU
n

kkNii === 


=


))(())(()(
1

. 

Таким образом, оператор   является непрерывным продолжением 
1−U . Из 

равносильности условий 2) и 3) следует, что имеет место 3). Следовательно, 

условия 3) и 4) равносильны. Теорема доказана.  

Следующее понятие является обобщением понятия дуального фрейма.  

Определение 3.3.3.  Пусть система   ),( XZLg
Nkk 


 является X̂ -

фреймом в Z . 
*X̂ -бесселевую в 

*Z  систему   ),( ZXL
Nkk 


 назовем 

сопряженной к  
Nkkg


, если выполнено условие: 



=

=
1

)(
k

kk zgz ,  Zz . 

Из Теоремы 3.3.4. непосредственно следует следующая 

Теорема 3.3.5. Пусть   ),( XZLg
Nkk 


 является X̂ -фреймом в Z . Тогда 

 
Nkkg


 имеет сопряженную систему тогда и только тогда, когда существует 

ограниченный правый обратный к  U .  
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3.4. О связи X̂ -фреймов с X̂ -Рисс базисами в банаховых пространствах 

 

Пусть X , Y  и Z  - банаховы пространства с соответствующими нормами 

X
 , 

Y
  и 

Z
 , ZYXyxb →:),(  - билинейное отображение удовлетворяющее  

условию (3.1.1). Пусть X̂  - CB -пространство и   ),( XZLg
Nkk 


. 

 Следующее понятие является обобщением понятия базиса Рисса.  

Определение 3.4.1. Система   ),( XZLg
Nkk 


 называется 

*X̂ -Рисс g -

базисом в 
*Z , если  

Nkkg


 g -полна в 
*Z  и существуют 0A  и 0B :   

                  
*

*

* ˆ

*

1

*

ˆ

* ˆˆ
X

Zk

kk
X

xBgxxA  


=

,   *** ˆˆ Xxx
Nnn =


.                       (3.4.1) 

Постоянные A  и B называются нижней и верхней границами  
Nkkg


.  

Из определения следует, что система   ),( ZXL
Nkk 


  становится X̂ -Рисс 

 -базисом в Z , если  
Nkk 

   -полна в Z  и существуют 0A  и 0B :   

                      
X

Zk

kkX
xBxxA ˆ

1

ˆ
ˆ)(ˆ  



=

,   Xxx
Nnn

ˆˆ =


.                       (3.4.2) 

Замечания 3.4.1. Система  
Nkkg


  образует 

*X̂ -Рисс g -базис в Z  тогда и 

только тогда, когда оператор **ˆ: ZXT →  определенный по формуле  (3.3.2) 

ограничен и ограниченно обратим.  

  Имеет место следующий критерий  
*X̂ -Рисс g -базисности систем.  

Теорема 3.4.1. Пусть X̂ -рефлексивное CB -пространство, и Z  - 

рефлексивно. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1)  
Nkkg


  - 

*X̂ -Рисс g - базис  в 
*Z  с границами A  и B ; 

2)  
Nkkg


  - X̂ -фрейм в Z  с границами A , B , и g -минимальна в 

*Z ; 

3)  
Nkkg


  - g -полна ,  одновременно X̂ -бесселева и X̂ -гильбертова в X . 

Доказательство. Пусть имеет место 1). В силу замечания 3.4.1 оператор 

T , заданный по формуле (3.3.2), изоморфно отображает 
*X̂  на 

*Z . Тогда по 

Теореме 3.3.3 система  
Nkkg


 является X̂ -фреймом в Z . В силу рефлексивности 



121 

 

Z  и X̂  имеем UT =*
. Так как XT ˆIm * = , то XU ˆIm = . Ясно, что TB =  и 

1
1

−
−= TA . 

Поскольку  
Nkkg


 имеет  границы 

1
1

−
−U  и U , то ATTU ===

−
−

−
−

−
−

1
1

1
1*

1
1 )(  и 

BTTU === *
, т. е. X̂ -фрейм  

Nkkg


  имеет границы A  и B .   

Положим   )()( 1

Nnnkk xUx


−=  , Nk  , Xx . Для Nkn  ,  и Xx  имеем  

    xxgTxUgxg nkNiiknNiiknkn  ===


−



− ))(())(())(( 11 , 

т. е. системы  
Nnng


 и  

Nnn 
  g -биортогональны. Следовательно, система  

Nnng


 

g -минимальна в 
*Z , и тем самым справедливо 2).  

Предположим, что имеет место условие 2), т. е.  
Nnng


 g -минимальна в 

*Z  и образует X̂ -фрейм в Z . Тогда   
Nnng


 является g -полной в 

*Z  и X̂ -

бесселевой в Z . По Теореме 3.3.3 оператор T  отображает 
*X̂  на 

*Z . Очевидно, 

что из g -минимальности в 
*Z  системы  

Nnng


 следует, что  0ker =T . 

Следовательно, оператор T  ограниченно обратим. По Теореме 1.5.4 система 

 
Nnng


 является X̂ -гильбертовой в Z . Значит из условия 2) следует условие 3). 

Пусть выполнено условие 3). Из Теорем 1.5.2 и 1.5.4 следует неравенство 

(3.4.1). Поскольку система  
Nnng


  g -полна  в 

*Z , то система  
Nnng


 образует 

*X̂

-Рисс g -базис  в 
*Z , т. е. имеет место 1). Теорема доказана.  

В следующей теореме даются эквивалентные условия 
*X̂ -Рисс g -

базисности для X̂ -фрейма. 

Теорема 3.4.2. Пусть X̂ -рефлексивное CB -пространство,  система 

  ),( XZLg
Nkk 


 образует X̂ -фрейм в Z . Тогда следующие условия 

эквивалентны: 

i)  
Nkkg


  - 

*X̂ -Рисс g -базиc в 
*Z ; 

ii)  
Nkkg


  - g -базиc в 

*Z ; 

iii)  
Nkkg


 - g - -линейно независима относительно 

*X̂ ; 

iv) XU ˆIm = , где оператор XZU ˆ: →  определен по формуле (3.3.3); 
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v)  
Nkkg


 имеет единственную g -биортогональную   ),( ZXL

Nkk 


. 

 Доказательство. Согласно X̂ -фреймовости системы  
Nkkg


  по Теореме 

3.3.3 оператор  T  заданный по формуле (3.3.2) отображает 
*X̂  на все 

*Z . Ясно, 

что каждом из этих условий равносильно ограниченной обратимости T .  В 

условиях i) – iii) оператор T  ограниченно обратим.  Пусть выполнено условие 

iv). Тогда оператор U  ограниченно обратим и из TU =*
 следует ограниченная 

обратимость T . Предположим, что имеет место v). Тогда система  
Nkkg


 g -

минимальна, и, следовательно, по Теореме 3.4.3 условия i) и v) равносильны. 

Теорема доказана. 

 Справедлива следующая   

Теорема 3.4.3. Пусть X̂  - рефлексивное CB -пространство,  система 

  ),( XZLg
Nkk 


 образует 

*X̂ -Рисс g -базиc в 
*Z  с границами A  и B .  Тогда 

 
Nkkg


 имеет единственную g -биортогональную систему   ),( ZXL

Nkk 


 

такая, что  
Nkk 

  образует X̂ -Рисс  -базиc в 
*Z   с границами 

B

1
 и  

A

1
  и 

справедливы равенства   

                                         ))((
1




=

=
k

kk zgz , Zz ,                                              (3.4.3) 

                                          k

k

k gff 


=

=
1

, *Zf  .                                                 (3.4.4) 

 Доказательство.  В силу Теоремы 3.4.2 система  
Nkkg


 является X̂ -

фреймом в  Z  с границами A  и B . По Теореме  3.4.3 оператор U  ограниченно 

обратим и  
Nkkg


 имеет единственную g -биортогональную систему 

  ),( ZXL
Nkk 


 заданная по формуле   )()( 1

Niikk xUx


−=  . Имеем 

  


=



=


−− ===
1 1

11 ))(())(()(
k k

kkNikik zgzgUzUUz  . Отсюда следует, что оператор 

ZX → ˆ:  ограничен и Z=Im . Имеем  

 
** ˆ

1*1

1ˆ11ˆ
ˆ

* )())ˆ((sup)(sup)(
X

xk

kk
x

XNkk fUxUfxff −−

=



==


===  . 
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 Поэтому   

  f
A

fUf
ZXNkk

1
**

1

ˆ

*  −


, 

    f
B

fUf
XNkk

11

ˆ

*

*


−


, 

т. е.  
Nkk 

  является 
*X̂ -фреймом в 

*Z  с границами 
B

1
 и  

A

1
 . Из  g -

биортогональности  
Nkk 

  следует, что  если 


=

=
1

0)(
k

kk x , то 0=kx ,  Nk  . 

Следовательно, оператор   ограниченно обратим и тем самым  
Nkk 

  образует 

X̂ -Рисс  -базиc  в Z  с границами 
B

1
 и 

A

1
. Теорема доказана.  

 Также справедлива следующая  

Теорема 3.4.4. Пусть X̂ - CB -пространство и система   ),( XZLg
Nkk 


. 

Тогда следующие условия эквивалентны: 

i)  
Nkkg


 - 

*X̂ -Рисс g -базиc в 
*Z ; 

ii) 
Nkkg


 - g -полна в 

*Z  и X̂ -бесселева в  Z  и имеет g -биортогональную 

*X̂ -бесселевую в 
*Z  систему   ),( ZXL

Nkk 


. 

 Доказательство. Пусть выполнено условие i). Тогда по Теореме  3.4.4 

 
Nkkg


 имеет g -биортогональную систему  

Nkk 
  образующая  X̂ -Рисс  -базиc 

в Z .  Применяя Теорему 3.4.1, получаем, что  
Nkk 

  является 
*X̂ -фреймом в 

*Z , т. е. имеет место ii). 

 Обратно, пусть имеет место ii). Тогда по Теоремам 3.3.1 и 3.3.2 

определены ограниченные операторы ZX → ˆ:  по формуле (3.3.1) и **ˆ: ZXT →  

по формуле (3.3.2). Имеем 

)ˆ(ˆ)()())ˆ()(ˆ( *

1

*

11

** xxxxxgxxxT k

k

k

i

iik

k

k ==







= 



=



=



=

. 

Следовательно,   

==
==

)ˆ())ˆ()(ˆ(sup)ˆ(ˆsupˆ **

1ˆ

*

1ˆ
ˆ

* xTxxTxxx
xx

X
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Таким образом,  

*** ˆ

**

ˆ

*1
ˆ)ˆ(ˆ

XZX
xTxTx 

−
. 

 Значит  
Nkkg


  образует  

*X̂ -Рисс g -базиc в 
*Z . Теорема доказана.  

 Пример 3.4.1. Пусть 1p , 1
11
=+

qp
, система  

Nnn t


)(  такая, что Mtn )(

п. в. на ]1,0[  и 0
0
n , где )(inf

]1;0[
tvrai n

t
n 


= . Обозначим через )1,0(2,pl  множество 

последовательностей   )1,0()()( pNnn Ltata =


 c конечной нормой  

p

n

p

np
dtta

n
a

1

1

1

0

22,
)(

1













=  



=

. 

Сопряженное пространство к )1,0(2,pl  изометрично и изоморфно к )1,0(2,ql  и  




=

=

1

01
2

)()(
1

)( dttbta
n

ab nn

n

,   )1,0()()( 2,qNnn ltbtb =


, 

 линейный непрерывный функционал на )1,0(2,pl . Рассмотрим 

)1,0()1,0(: ppn LL → , )()())(( ttxtx nn = . Ясно, что 
ppp LLnLn xMxx  )(  и 

)()())((* ttyty nn = , )1,0()( qLty  . Тогда  
Nnn 

  образует )1,0(2,ql -фрейм и 

 
)1,0(

1

2

)1,0(

*

)1,0(

1

1
2 6

)(
2, qqq L

q

lNnnL

q

n

q

n yMyy
n 























=




.  

Действительно,   

 
qq

L
n

n
lNnn

qq

y
n

y

1

)1,0(

*

1
2)1,0(

* )(
1

)(
2,









= 



=


, 

)1,0(

1

1
2

1

)1,0(

*

1
2)1,0(

1

1
2

1
)(

1

qqq L

q

n

qq

L
n

n
L

q

n

q

n y
n

My
n

y
n



































=



=



=


. 

Если 0n , то из Теоремы 3.4.4 следует эквивалентность условий: 

)a  )1,0()( pLtx   имеет однозначное представление 


=

=
1

)()()(
n

nn ttatx  ; 

)b 0,0  BA : 
p

n

p

n

pp

n

nn

p

n

p

n dtta
n

Bdtttadtta
n

A

1

1

1

0

2

1

1

0 1

1

1

1

0

2
)(

1
)()()(

1











































   


=



=



=

 . 
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3.5. b -атомарные разложения в банаховых пространствах   

и их нетерово возмущение 

 

Пусть X , Y  и Z  − B -пространства с соответствующими нормами 
X

 , 
Y
  

и 
Z
 . Рассмотрим билинейное отображение ZYXyxb →:),( , удовлетворяющее 

условию (3.1.1) и  
*** : XYZb →  - билинейное отображение, заданное по 

выражению (1.4.4).  Пусть  X̂  - CB -пространство последовательностей векторов 

X ,   Yy
Nnn 


  и   ),(* XZLy

Nnn 


 - некоторые системы.  

Следующее понятие является обобщением понятия атомарного 

разложения. 

Определение 3.5.1. Пару     ( )
NnnNnn yy


,*  назовем b -атомарным 

разложением (
X

b ˆ -атомарным  разложением)  в Z  относительно X̂ , если 

выполнены условия: 

1)   Xzy
Nnn

ˆ)(* 


, Zz ; 

2) существуют числа 0,0  BA :  
ZXNnnZ

zBzyzA 
 ˆ

* )( ,   Zz ;                             

3) Для Zz  имеет место )),((
1

*


=

=
n

nn yzybz .                                          

Постоянные A  и B  назовем границами  
X

b ˆ -атомарного разложения.  

Если  
Nnny


 является *X̂

b -фреймом в 
*Z  и    ( )

NnnNnn yy


,*  является 
X

b ˆ -

атомарным  разложением  в Z , то  
Nnny


 будем называть альтернативным 

дуальными для  
Nnny



* .    

Имеет место следующая  

Теорема 1.5.1. Пусть   Yy
Nnn 


 - *X̂

b -бесселева в 
*Z ,  

Nnny


*  - X̂ -бесселева 

в Z  система и )),((
1

*


=

=
n

nn yzybz ,  Zz .  Тогда    ( )
NnnNnn yy


,*  является 

X
b ˆ -

атомарным разложением в Z  и  
Nnny


  является альтернативным дуальным 

*X̂
b -фреймом в 

*Z   для  
Nnny



* . 
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Доказательство. Из Теоремы 3.2.1 следует, что оператор T  

определенный по формуле (3.2.2) ограничен. Так как для каждого Zz  имеет 

место )),((
1

*


=

=
n

nn yzybz , то T  отображает X̂  на Z . Следовательно, по Теореме 

3.2.1 система  
Nnny


  является *X̂

b -фреймом в 
*Z  и имеет место равенство  

 
NnnyfbfT


= ),()( ** . Для любого *Zf   имеем  

)(),())),((()(
1

**

1

* zyyfbyzybfzf
n

nnn

n

n 


=



=

== . 

Отсюда следует, что 


=

=
1

** ),(
n

nn yyfbf . Пусть оператор U  определен по формуле 

 
Nnn zyzU


= )()( * . Ясно, что имеет место равенство 

*

1

*** )ˆ( n

n

n yxxU 


=

= . Значит 

оператор 
*U  отображает 

*X̂  на 
*Z . Следовательно, по Теореме 3.3.3 система 

 
Nnny



*  является X̂ -фреймом в Z . Теорема доказана.  

Теорема 3.5.2. Пусть    ( )
NnnNnn yy


,*  является 

X
b ˆ -атомарным  

разложением  в Z  с границами A  и B , )(ZLF  - ограниченно обратимый 

оператор, nnb yF =)(  и 1** −= Fynn . Тогда     ( )
NnnNnn 

 ,*  является 
X

b ˆ -

атомарным разложением в Z . При этом, если  
Nnny


 альтернативно дуальный 

*X̂
b -фрейм в *Z  для  

Nnny


*  , то   
Nnn 

  альтернативно дуальный  *X̂
b -фрейм в *Z  

для  
Nnn 

* .  

Доказательство. Для любого Zz  имеем  

   
ZXNnn

XNnn zFBzFBzFyz 11

ˆ

1*

ˆ

* )())(()( −−



−


= , 

                   
ZXNnn

XNnn zFAzFAzFyz
11

ˆ

1*

ˆ

* )())(()(
−−



−


= , 

т. е.  система  
Nnn 

*  образует X̂ -фрейм в Z . С другой стороны, для Zz  

согласно )),((
1

*


=

=
n

nn yzybz  имеем  

                )),(())),(((())((
1

*

1

1*1 


=



=

−− ===
n

nn

n

nn zbyzFybFzFFz  . 
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Значит    ( )
NnnNnn 

 ,*  является 
X

b ˆ -атомарным разложением в Z .  

 Пусть  
Nnny


 - *X̂

b -фрейм в 
*Z с границами 1A  и 1B . Для *Zf   и  Xx   

))(),(()),()(())),((()),(( *** xyfFbyxbfFyxbFfxbf nnnn === , 

т. е. )),((),( ***

nn yfFbfb = . Следовательно,  

    fFBfFByfFbfb
XNnn

XNnn 1

*

1ˆ

**

ˆ

* )()),((),(
**

=


 ,  

    fFAfFAyfFbfb
XNnn

XNnn

1
1

1

*

1ˆ

**

ˆ

* )()),((),(
**

−
−


= . 

Таким образом, система  
Nnn 

  образует *X̂
b -фрейм в 

*Z  альтернативно 

дуальный к  
Nnn 

* . Теорема доказана.   

В следующей теореме устанавливается нетерово возмущение 
X

b ˆ -

атомарного   разложения. 

Теорема 3.5.3.  Пусть    ( )
NnnNnn yy


,*  - -атомарное разложение в Z  с 

границами A  и B , ),( 1ZZLF   нетеров оператор и nnb yF =)( . Тогда 

существует   ),( 1

* XZL
Nnn 


  такая, что    ( )

NnnNnn 
 ,*   является -

атомарным   разложением в  ( )
NnnbL


 . Если  

Nnny


 является альтернативным 

дуальным *

X̂
b -фреймом в 

*Z  для  
Nnny



* , то  
Nnn 

  альтернативный дуальный 

*

X̂
b -фрейм в **

1 ker FZ −  для  
Nnn 

* . 

Доказательство. Представим  Z  в виде 0ker ZFZ =  и пусть 1F  является 

сужением F  на 0Z . Тогда оператор 1F  непрерывно отображает  1Z  на FIm , и 

значит ограниченно обратим. Легко показать, что  ( )
NnnbLF


= Im . Определим 

оператор XFn →Im:*  по формуле ))(()(
1

1

** wFyw nn

−
= , Fw Im . Для 

произвольного Fw Im  получаем, что     Xzyw
NnnNnn

ˆ)()( ** =


 , где )(1

1 wFz −= . 

Далее, для любого Fw Im  имеем  

   
1

1

1

1

1ˆ

1

1

*

ˆ

* )())(()(
ZX

Nnn
X

n wFBwFBwFyw −−



−
= , 

   
1

11

1ˆ

1

1

*

ˆ

* )())(()(
ZX

Nnn
X

n wFAwFAwFyw
−−



−
= . 

Также для Fw Im имеет место разложение 

X
b ˆ

X
b ˆ
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)),(()))),(((())(( *

1

1

1

1

*

1

1

1 nn

n

nn

n

wbywTybFwFFw 


=

−


=

−
=== , 

т. е.   ( )nn  ,*   есть 
X

b ˆ -атомарное   разложение в  ( )
NnnbL


 .  

Пусть  
Nnny


 - *X̂

b -фрейм в 
*Z с границами 1A  и 1B . В силу нётеровости 

*F  подпространство 
*ker F  дополняемо в 

*Z . Положим *

2

**

1 ker ZFZ = . Тогда 

сужение *
2

|**

2 Z
FF = ограниченно обратим в  *

2Z . Для *

2Zf    получим  

    fFBfFByfFbfb
XNnn

XNnn 1

*

1ˆ

**

ˆ

* )()),((),(
**

=


 ,  

    fFAfFAyfFbfb
XNnn

XNnn

1
1

1

*

1ˆ

**

ˆ

* )()),((),(
**

−
−


= . 

Следовательно,  
Nnn 

  образует альтернативный дуальный *X̂
b -фрейм в 

**

1 ker FZ −   для  
Nnn 

*  . Теорема доказана. 

 

3.6. Устойчивость 
X

b ˆ -атомарного разложения и X̂ -фрейма  

в банаховых пространствах 

 

Пусть X , Y  и Z  - банаховы пространства с соответствующими нормами 

X
 , 

Y
  и 

Z
  соответственно, ZYXyxb →:),(  - билинейное отображение, 

удовлетворяющее условию (3.1.1),  X̂ , Ŷ  - CB -пространство над  X  и  Y  

соответственно. Пусть    Y
Nnn 


  и   ),(* XZL

Nnn 


  - некоторые системы.  

        Справедлива  

Теорема 3.6.1. Пусть    ( )
NnnNnn 

 ,*  - 
X

b ˆ -атомарное разложение в Z  с 

границами A  и B , и   Y
Nnn 


  некоторая система.  Предположим, что 

существуют числа 0,,     такие, что  

i)   1;max + B ; 

ii)  
Xi

Zi

ii

Zi

ii

Zi

iii xxbxbxb ˆ),(),(),(  ++−   ,   Xxi
ˆ . 
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Тогда существует   ),(* XZL
Nnn 


  такая, что    ( )

NnnNnn 
 ,*   является 

X
b ˆ -атомарным   разложением в Z  с границами  

, . 

Доказательство. Сначала докажем сходимость ряда )),((
1

*

n

n

n zb 


=

 при 

любом Zz . Для любых Npm ,  имеем  

−+= 
+

+=

+

+=

+

+= Z

pm

mn

nnn

pm

mn

nn

Z

pm

mn

nn zbzbzb
1

*

1

*

1

* )),(()),(()),((   

                               −+ 
+

+=

+

+= Z

pm

mn

nnn

Z

pm

mn

nn zbzb
1

*

1

* )),(()),((   

 
X

pm

mn
Ninin

Z

pm

mn

nn

Z

pm

mn

nn zzbzb
ˆ1

*

1

*

1

* )()),(()),(()1( 
+

+=


+

+=

+

+=

+++  . 

Последнее неравенство равносильно следующему неравенству  

 
X

pm

mn
Ninin

Z

pm

mn

nn

Z

pm

mn

nn zzbzb
ˆ1

*

1

*

1

* )(
1

)),((
1

1
)),(( 

+

+=


+

+=

+

+= −
+

−

+
 









 , Zz . 

Отсюда, учитывая сходимость ряда )),((
1

*

n

n

n zb 


=

 и принадлежности 

  Xz
Nnn

ˆ)(* 


  следует, что сходится ряд )),((
1

*

n

n

n zb 


=

. Определим, оператор 

ZZT →:  по формуле )),(()(
1

*

n

n

n zbzT 


=

= . Используя условие ii) получим 

−=− 


= Zn

nnnZ
zbzTz

1

* )),(()(   

  ++


+

=

+

=


XNnn

Zn

nn

Zn

nn zzbzb
ˆ

*

1

*

1

* )()),(()),((   

)()( zTzB
Z

 ++ . 

Тогда из условия i) следует, что оператор T  ограниченно обратим и  

)(1

1

)(1

1 1

B
T

B 







+−

+


++

− −
. 

)(1

)1(

B

A





++

−

)(1

)1(

B

B





+−

+
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Определим оператор XZn →:*  по формуле )()( 1** zTz nn

−=  . Для Zz  имеем 

    XzTz
NnnNnn

ˆ))(()( 1** =


−


 . Далее, 

 
ZZXNnn z

B

B
zTBz

)(1

)1(
)()( 1

ˆ

*






+−

+
 −

 , 

 
ZZXNnn z

B

A
zTAz

)(1

)1(
)()( 1

ˆ

*






++

−
 −


. 

Наконец, для Zz  получим 


=



=

−− ===
1

*

1

1*1 )),(()),(())((
n

nn

n

nn zbzTbzTTz  . 

Теорема доказана. 

 Теорема 3.6.2. Пусть 
*X̂  нормально подчинена к Ŷ ,     ),(* XZ

Nnn  


 и  

   ( )
NnnNnn 

 ,*  - 
X

b ˆ -атомарное разложение в Z  с границами A  и B , система  

  Y
Nnn 


  -  -b -линейно независима относительно X̂  и такая, что 

  Y
Nnnn

ˆ−


 . Тогда существует система   ),(* XZL
Nnn 


  такая, что 

   ( )
NnnNnn 

 ,*   является 
X

b ˆ -атомарным   разложением в Z . 

Доказательство. Сначала покажем сходимость ряда )),((
1

*

n

n

n zb 


=

 при 

любом Zz . Рассмотрим оператор 
+

+=

−=
pm

mn

nnnm zbzS
1

* )),(()(  , Nm . По 

следствию теоремы Хана-Банаха существует *Zf   такой, что 1=f  и 

Zmm zSzSf )())(( = . Следовательно,  

=−== 
=

m

n

nnnmZm zbfzSfzS
1

* ))),((())(()(      

             −−=


=


=


XNnn

X

m

n
Nknnkn

m

n

nnn zfbzfb
ˆ

*

ˆ1

*

1

** )(),())()(,(
*

      

     
Z

X

m

n
Nknnkn

XNnn

X

m

n
Nknnkn zMBzfM

** ˆ1
ˆ

*

ˆ1

)()()( 
=


=


−−  . 

Тогда из   Y
Nnnn

ˆ−


  следует, что ряд )),((
1

*

n

n

n zb 


=

 сходится. Рассмотрим 

оператор  ZZT →:  по формуле  
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)),(()(
1

*


=

−=
n

nnn zbzT  , Zz . 

Ясно, что T  является вполне непрерывным оператором. Поэтому, TIF −=  есть 

фредгольмовый оператор и )),(()(
1

*


=

=
n

nn zbzF  . Найдем KerF . Если KerFz , то 

0)),((
1

* =


=n

nn zb  . Тогда в силу  - b -линейно независимости  
Nnn 

   получаем, 

что 0)(* =zn  при любом Nn , и значит 0=z . Таким образом,  0=KerF , и 

следовательно, F  ограниченно обратим. Пусть XZn →:*  определен 

выражением ))(()( 1** zFz nn

−=  , Zz . Из Теоремы 3.6.1 следует, что 

   ( )
NnnNnn 

 ,*   является 
X

b ˆ -атомарным   разложением в Z .  Теорема доказана. 

Теорема 3.6.3. Пусть X̂  - CB -пространство, система    ),( XZLg
Nkk 


 

является X̂ -фреймом в Z  и имеет сопряженную систему  
Nkk 

  с 

синтезирующим оператором  ,  система   ),( XZLf
Nkk 


 - X̂ -бесселева в Z ,  

операторы U  и V  определены по равенствам  
Nkk zgzU


= )()( ,  

Nkk zfzV


= )()( , 

Zz . Предположим, что существуют числа 0,,    такие, что  

i) 
1−

++  VU ; 

ii)        
ZXNnkXNnkXNnkNnk zzfzgzfzg  ++−

 ~~~ )()()()( , Zz . 

Тогда  
Nkkf 

 образует  X̂ -фрейм в Z  и имеет сопряженную систему   

 
Nkk 

 , такую, что   
Nkkk 

−  является 
*X̂ -бесселевой в 

*Z .  

Доказательство. Сначала покажем, что оператор V  ограниченно 

обратим. Для любого Zz  имеем 

            −=−=− ))(())(())(( zVUzVUzVI  

      
ZZXX

zVUzzVzU )())()(( ~ˆ  ++++ . 

Тогда из условия i) следует 1− VI . Следовательно, оператор U  

ограниченно обратим. Для любого Zz  получим 

XZZ
zVVzVVz ˆ

11 )()()()( = −− . 
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С другой стороны, из условия ii) имеем 

+−
XXX

zUzVUzV ˆˆˆ )())(()(  

ZXX
zzVzU  +++ ˆˆ )()()1( . 

Отсюда  

ZX
z

U
zV





−

++


1

)1(
)( ˆ ,  

т. е.  
Nkkf 

 образует  X̂ -фрейм в Z . 

Пусть 
kk V = −1)( . Ясно, что   ),( ZXL

Nkk 


. Для любого   Xx
Nkk

ˆ


  

  


=



=

−


=

−



− ==







=

11

1

1

11 )()()()()()()(
n

nn

n

nn

n

nnNkk xxVxVxV . 

По Теореме 3.3.1 следует, что система  
Nkk 

  
*X̂ -бесселева в 

*Z . Также для 

любого Zz  имеем  




=



=

−− ===
11

11 ))(())(()()()(
n

nn

n

nn zfzfVzVVz , 

т. е.  
Nkk 

  является сопряженной системой для  
Nkkf 

. Наконец, для каждого 

  Xxx
Nnn

ˆˆ =


 получаем  

−=− 


=

−


= Zk

kk

Zk

kkk xVIx
1

1

1

)())(())((  

X

Zk

kk xVIxVI ˆ

1

1

1 ˆ)()()( −− −


=

−

 .  

Остается применить Теорему 3.3.1. Теорема доказана. 

3.7. Устойчивость банахового X̂ -фрейма и X̂ -Рисс g -базиса  

в банаховых пространствах 

 

Пусть  X   и  Z  - банаховые пространства, X̂  - некоторое  CB -

пространство над X . Пусть   и  - некоторые системы.  

Справедливы следующие результаты относительно устойчивости 

банахового X̂ -фрейма.  

  Y
Nnn 


   ),(* XZL

Nnn 
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Теорема 3.7.1. Пусть  банаховый -фрейм в  с границами  и 

, оператор  определен по формуле , , 

 - -бесселева система в  и оператор  задан по 

формуле , . Предположим, что существуют числа 0,   и 

)1,0[ :  

i) 1+−+ SUSIUS  ; 

ii)        
ZXNnn

XNnn
XNnnNnn zzzzz  ++−

 ~
*

~
*

~
** )()()()(  для Zz .  

Тогда существует ),ˆ( ZXLT   такой, что  ( )T
Nnn ,*


  является банаховым 

X̂ -фреймом в Z , с границами  

             




+

+−+−
−

1

))(1(
1

SSUSIUS
, 





−

++

1

)1( U
.                            (3.7.1) 

Доказательство. Ввиду условия ii) теоремы имеем  

+−
XXX

zUzVUzV ˆˆˆ )())(()(  

ZXX
zzVzU  +++ ˆˆ )()()1( , Zz . 

Отсюда получаем 
ZX

z
U

zV




−

++


1

)1(
)( ˆ , Zz . Покажем ограниченную 

обратимость оператора SUVI )( −+ . Для произвольного Xx ˆˆ  оценим 

X
xSUV ˆ)ˆ()( − . Применяя условие ii), получим  

++−
ZXXX

xSxVSxUSxSUV )ˆ()ˆ()ˆ()ˆ()( ˆˆˆ    

−+++−+
XZXX

xSUVIxSxUSIxUS ˆˆˆ )ˆ())(()ˆ()ˆ)(()ˆ(   

XX
xSUVIxSUSIUS ˆˆ )ˆ())((ˆ)( −+++−+  . 

Из последнего соотношения заключаем, что оператор  SUVI )( −+  ограниченно 

обратим, и имеет место соотношение: 

)(1

1
))(( 1

SUSIUS
SUVI





+−+−

+
−+ −

. 

Обозначим через 1))(( −−+= SUVIST . Тогда ясно, что  ),ˆ( ZXLT  .  Имеем   

ISUUSUVISUVISVSUVISTV ==−+−+=−+= −− ))(())(())(( 11 . 

 ( )S
Nnn ,*


 X̂ Z A

B )ˆ,( XZLU   
Nnn zzU


= )()( * Zz

  ),(* XZL
Nnn 


 X̂ Z XZV ˆ: →

 
Nnn zzV


= )()( * Zz
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Следовательно, для любого Zz  имеем  

−+== −

XXZZ
zVSUVISzVTzTVz ˆ

1

ˆ )())(()()(  

XX
zV

SUSIUS

S
zVSUVIS ˆˆ

1 )(
)(1

)1(
)())((





+−+−

+
−+ − . 

 Таким образом,  ( )T
Nnn ,*


  является банаховым X̂ -фреймом в Z  с 

границами (3.7.1). Теорема доказана.  

 Следствие 3.7.1. Пусть Z  - рефлексивно, система  
Nkk 

*  образует 
*X̂ -

Рисс g -базис в 
*Z   с границами A  и B . Пусть существуют  0,   и 0 : 

i)   1,max + A ; 

ii)        
ZXNnn

XNnn
XNnnNnn zzzzz  ++−

 ~
*

~
*

~
** )()()()(  для Zz .  

Тогда  
Nkk 

*  образует 
*X̂ -Рисс g -базис в 

*Z   с границами (3.7.1).  

Также имеет место следующая  

 Теорема 3.7.2. Пусть pXX ˆˆ  , )1(  p  и существуют )ˆ(XLL  и 

)(, XLGF nn   такие, что )())(( zUzVL = , Zz ,   

XXnX
xaxFxa 21 )(  , 0, 21 aa , Xx , Nn ; 

XXnX
xbxGxb 21 )(  , 0, 21 bb , Xx , Nn . 

Предположим, что существуют числа 0,   и )1,0[ :  

i) 
1

1 )1(
−

− Sa  ; 

ii) ( )     
ZXNnnn

XNnnn
XNnnnnn zzGzFzGF  ++−

 ˆ

*

ˆ

*

ˆ

** )()()(  для Zz .  

Тогда существует ),ˆ( ZXLT   такой, что  ( )T
Nnn ,*


  является банаховым X̂ -

фреймом в Z  с границами  

2

1

1

)1(

)1(

b

Sa





+

−−
−

 и  
1

2

)1(

)1(

b

Ua





−

++
. 

Доказательство. Для любого Zz , с учетом условия ii), получаем  

  ( )    +−
 XNnnn

XNnnnnn
XNnnn zFzGFzG

ˆ

*

ˆ

**

ˆ

* )()()(   

                       
ZXNnnn

XNnnn zzGzF  +++
 ˆ

*

ˆ

* )()()1( . 
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Последнее неравенство можно записать в виде  

   
ZXNnnn

XNnnn zzFzG










−
+

−

+



1

)(
1

1
)(

ˆ

*

ˆ

*
. 

Тогда,  

    
−

+
−

+


 ZXNnnn
XNnnnX

z
b

zF
b

zG
b

zV
1

ˆ

*

1

ˆ

*

1

ˆ
)1(

)(
)1(

1
)(

1
)(









  

ZZX
z

b

Ua
z

b
zU

b

a

1

2

1

ˆ

1

2

)1(

)1(

)1(
)(

)1(

)1(













−

++


−
+

−

+
 . 

Затем, из последовательности неравенств  

    ( )  −−
 XNnnnnn

XNnnn
XNnnn zGFzFzG

ˆ

**

ˆ

*

ˆ

* )()()(                           

   
ZXNnnn

XNnnn zzGzF  −−−
 ~

*

ˆ

* )()()1(  

получаем, что   

   
ZXNnnn

XNnnn zzFzG










+
−

+

−



1

)(
1

1
)(

ˆ

*

ˆ

*
. 

Таким образом,  

    
+

−
+

−


 ZXNnnn
XNnnnX

z
b

zF
b

zG
b

zV
2

ˆ

*

2

ˆ

*

2

ˆ
)1(

)(
)1(

1
)(

1
)(









  

    
ZZX

z
b

Sa
z

b
zU

b

a

2

1

1

2

ˆ

2

1

)1(

)1(

)1(
)(

)1(

)1(













+

−−


+
−

+

−
−

. 

Положим  SLT = . Тогда ISUSLV == . Теорема доказана. 

Теорема 3.7.3. Пусть  - рефлексивно,   - банаховый -фрейм в 

 с границами  и , оператор  определен по формуле 

, ,  - -бесселева система в  и 

существуют 0,   и )1,0[ : 

i)   1,max + S ; 

ii)  
*ˆ

*********

X
k

k

kk

k

kk

k k

kkkk xxxxx  ++−   ,    ** X̂xk  .  

Тогда существует ),ˆ( ZXLT   такой, что  ( )T
Nnn ,*


  является банаховым X̂ -

фреймом в Z  с границами  

Z  ( )S
Nnn ,*


 X̂

Z A B )ˆ,( XZLU 

 
Nnn zzU


= )()( * Zz   ),(* XZL

Nnn 


 X̂ Z
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+

−−

1

)1( A
, 





−

++

1

)1( B
.                                    (3.7.2)                   

Доказательство. Из условия ii) имеем  

+−  
k

kk

k k

kkkk

k

kk xxxx ********   

 
*ˆ

*****)1(
X

k

k

kk

k

kk xxx  +++  . 

Отсюда, получим 

                
** ˆ

*

ˆ

*****

1

)1(

11

1

X
k

X
k

k

kk

k

kk x
B

xxx














−

++


−
+

−

+
  .           (3.7.3) 

Следовательно, оператор  


=

=
1

*** )ˆ(
k

kkxxF   ограничен.  В силу Теоремы 3.3.4 

система   ),( ZXL
Nkk 


,   )()(

Nnnkk xSx


=   образует 
*X̂ -фрейм в 

*Z  с 

границами 
B

1
 и 

A

1
, удовлетворяющее равенству (3.4.4). Ясно, что 

 
Nkk ffS


= )()( ** , *Zf  . Используя (3.4.4) и условие ii) получим  

−=− 


=1

**** ))(()(
k

kkk ffFSf   

++  *ˆ

***** )()()(
X

k

kk

k

kk fSff   

)()( * fFSfS  ++ . 

Из условия i) следует, что оператор *FS  ограниченно обратим и 

S
FS





−−

+
−

)1(

1
)( 1*

. Следовательно, *Im ZF =  и по Теореме 3.3.3 система 

 
Nkk 

*  образует X̂ -фрейм в Z . Определим оператор SSFT 1* )( −= . Так как 

 
Nkk zzF


= )()( **  , Zz , имеем  ( ) zzTFzT

Nkk ==


)()( ** . Тогда 

     
XNkk

ZNkk
ZNkkZ

z
S

S
zSFSzTz

ˆ

**1** )(
1

)1(
))(()())((



−


−−

+
= 




 . 

Учитывая 
A

S
1

= , из последнего соотношения и (3.7.3) получим 
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ZXNkkZ

z
B

zz
A










−

++


+

−−


1

)1(
)(

1

)1(
ˆ

*
. 

Теорема доказана.  

 Из доказанной теоремы, в частности, для устойчивости X̂ -Рисс базиса 

получаем 

Следствие 3.7.2. Пусть Z  - рефлексивно и система   ),(* XZL
Nkk 


  

образует 
*X̂ -Рисс g -базис в 

*Z   с границами A  и B . Предположим, что 

существуют числа 0,   и )1,0[ :  

i)   1,max + A ; 

ii)  
*ˆ

*********

X
k

k

kk

k

kk

k k

kkkk xxxxx  ++−   ,    ** X̂xk  .  

Тогда  
Nkk 

*  образует 
*X̂ -Рисс g -базис в 

*Z   с границами (3.7.2). 
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ГЛАВА IV.  

НЕКОТОРЫЕ АНАЛОГИ КЛАССИЧЕСКИХ ТЕОРЕМ ТИПА РИССА-

ФИШЕРА И ПЭЛИ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 

  

Теория рядов Фурье служит основой гармонического анализа. Многие 

задачи теории уравнений в частных производных, механики, математической 

физики, и других областей математики решаются методом Фурье. Этому 

направлению посвящены работы авторов A.Ashyralyev, D.Arjmand [84], 

A.Ashyralyev, Kh.Belakroum, A.Guezane-Lakoud  [85], M.Kudu, I.Amirali [188], 

J.Nagumo, S.Arimoto, S.Yoshizawa [196], M.Jamaguti [178], J.M.Greenberg [143], 

P.L.Davis [119], А.И.Кожанов [48], О.А.Ладыженская [51], Р.С.Жамалов [25], 

К.И.Худавердиев [74], К.И.Худавердиев, А.А.Велиев [75] и др..  

Одним из важных направлений теории рядов Фурье является изучение 

свойства коэффициентов ряда Фурье. В пространстве 
2L  квадратично 

суммируемых функций хорошо известны равенство Парсеваля и теорема Рисса-

Фишера. Обобщением теоремы Рисса-Фишера в пространствах pL , 2p , 

является теорема Хаусдорфа-Юнга, доказанная В.Г.Юнгом и Ф.Хаусдорфом 

для классической системы экспонент. Этот факт для общих ортогональных и 

равномерно ограниченных систем в пространствах pL , 2p , было изучено 

Риссом Ф. Аналог теоремы Хаусдорфа-Юнга для преобразования Фурье 

изучалась в работах Е.Титчмарша [216], К.И.Бабенко [4], У.Бекнер [88]. По 

поводу соотношения между функцией и ее коэффициентов ряда Фурье также 

известна теорема Харди-Литтлвуда для тригонометрических систем. Этот 

результат для ортогональных и равномерно ограниченных систем изучался в 

работе Пэли [200]. Более подробно об этих сведениях можно познакомиться из 

монографий S.Kaczmarz, H.Steinhaus [41], А.Зигмунд [26], Г.Г.Харди, 

Дж.И.Литтлвуд, Г.Полиа [73], R.Young [220] и др. В данной главе изучаются 

аналоги теорем Рисса и Пэли о свойствах коэффициентов ряда Фурье 

относительно ортогональной и равномерно ограниченной системы в 
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пространствах Лебега и в обобщенных пространствах Лебега с переменным 

показателем суммируемости со смешанной нормой. Полученные результаты 

применяются для классической системы экспонент, а также для установления 

существования и единственности обобщенного решения в q

p

q

p

TppB
,1

,,

+

, 2p , 1
11
=+

qp

, смешанной задачи для одного класса уравнений третьего порядка, 

рассмотренной в [75] при  2=p .  

 

4.1. ),( bal p  варианты теоремы Рисса-Фишера 

Пусть )),(),((),,( dcbaL qp  , + p1 , 1
11
=+

qp
, -  банахово пространство 

измеримых на ),(),( dcba   функций ),( yxf , для которых конечна смешанная 

норма 

p
b

a

q

p
d

c

q

L
dxdyyxff

qp

1

),(
),(






























=   . 

и )),(),((,

),( dcbaW nm

qp  , + p1 , 1
11
=+

qp
, - банахово пространство функций ),( yxu

,  имеющих на ),( ba  обобщенные производные 
m

m

x

u




, 

n

n

y

u




 и конечную 

смешанную норму  

),(),(

),(
,

),(

qpqp

qp
nm
qp

L

n

n

L

m

m

LW x

u

x

u
uu




+




+= . 

Обозначим через ),( bal p , + p1 , - банахово пространство 

последовательностей  
Nii tata


= )()(  измеримых на ),( ba  функций, для которых 

конечна норма  

p

i

b

a

p

ibal
dttaa

p

1

1
),(

)(













= 



=

. 

Пусть  
Nnn t


)( , ],[ bat , - ортогональнная система: Mtn )(  почти всюду 

на ],[ ba )( Nn , где M  не зависит от n . 
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Следующая теорема является аналогом Теоремы Рисса ([26], стр.154).    

Теорема 4.1.1. Верны следующие утверждения: 

1) если )),(),((),( dcbaLf pq  , 21  p , 1
11
=+

qp
, =

d

c

ii dssstfta )(),()(  , то  

  ),()()( baltata qNii =


,  причем    

                                                       
),(

2

),( pqq L

p

p

bal
fMa

−

 .                                      (4.1.1) 

2) если   ),()()( baltata pNii =


, 21  p , то существует  

)),(),((),( dcbaLf qp  , 1
11
=+

qp
 такая, что =

d

c

ii dssstfta )(),()(  , причем   

                                                     
),(

2

),( bal

p

p

L pqp

aMf

−

 .                                        (4.1.2) 

 Доказательство. Сначала докажем утверждение 1). Возьмем 

произвольную функцию )),(),((),( dcbaLf pq  , 1
11
=+

qp
. В силу Теоремы Фубини, 

для почти всех ],[ bat   имеет место включение ),(),( dcLtf p . Пусть 

 
Nii tata


= )()( :

 
=
d

c

ii dssstfta )(),()(  . По Теореме Рисса для почти всех ],[ bat   ряд 




=1

)(
i

q

i ta   сходится и  

                                     
pd

c

pp

p
q

i

q

i dsstfMta

1
2

1

1

),()(
























−


=

.                                    (4.1.3) 

Возводя обе части (4.1.3) в q -ую степень и интегрируя по ],[ bat   получим   




=

+
1

)(
i

b

a

q

i dtta  и  

                                 dtdsstfMdtta
p

q
b

a

d

c

pp

qp

i

b

a

q

i   














−


=

),()(

)2(

1

.                                 (4.1.4) 

Очевидно, что из (4.1.4) следует (4.1.1).  
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 Теперь докажем справедливость утверждения 2). Пусть 

последовательность   
Nii tata


= )()(  такая, что 



=

+
1

)(
i

b

a

p

i dtta , 21  p . Тогда 

согласно следствию Теоремы Б.Леви для почти всех ],[ bat   ряд 


=1

)(
i

p

i ta  

сходится. Применяя Теорему Рисса, получаем, что существует ),(),( dcLtf q , 

для которой  =
d

c

ii dssstfta )(),()(   и 

                                    
p

i

p

i

p

p
qd

c

q
taMdsstf

1

1

2
1

)(),( 

























=

−

.                                     

(4.1.5) 

Далее, возведем обе части (4.1.5) в p -ую степень и проинтегрируем по t  на 

отрезке   ],[ ba .  Имеем   

                               


=

−














1

2 )(),(
i

b

a

p

i

p
q

p

b

a

d

c

q
dttaMdtdsstf .                                      (4.1.6) 

Из (4.1.6) следует (4.1.2). Теорема доказана.  

 Также имеет место аналог Теоремы Пэли ([26], стр.182) в ),( bal p . 

Теорема 4.1.2. Верны следующие утверждения: 

1) если )),(),(( dcbaLf p  , 21  p , и =
d

c

ii dssstfta )(),()(  , то сходится ряд   

 


=

−

1

2 )(
i

b

a

p

i

p dttai  и   

                                            


=

−

b

a

d

c

p

p

i

b

a

p

i

p dsdtstfMdttai ),()(
1

2 ;                              (4.1.7) 

2) если последовательность  
Nii tata


= )()(  такая, что   



=

− +
1

2 )(
i

b

a

p

i

p dttai , 

2p , то существует )),(),(( dcbaLf p  , =
d

c

ii dssstfta )(),()(  ,  и 



142 

 

                                        


=

−
1

2 )(),(
i

b

a

p

i

p

p

b

a

d

c

p
dttaiMdsdtstf .                                (4.1.8) 

 Доказательство. Пусть )),(),(( dcbaLf p  , 21  p . Тогда по Теореме 

Фубини для почти всех ],[ bat   функция ),(),( dcLtf p . Применяя Теорему 

Пэли  получаем, что для почти всех ],[ bat    сходится ряд 


=

−

1

2 )(
i

p

i

p tai  и   

                                           


=

−

d

c

p

p

i

pP

i dsstfMita ),()(
1

2 .                                       (4.1.9) 

Проинтегрировав обе части (4.1.9) по отрезку ],[ ba  получим (4.1.7).  

 Покажем справедливость 2). Пусть последовательность  
Nii tata


= )()(  

такая, что сходится ряд  


=

− +
1

2 )(
i

b

a

p

i

p dttai , 2p . Тогда почти всюду на ],[ ba  

сходится ряд 


=

−

1

2 )(
i

p

i

p tai . Поэтому, в силу Теоремы Пэли ),(),( dcLtf p  такая, 

что 

                                        


=

−
1

2 )(),(
i

p

i

p

p

b

a

p
taiMdsstf .                                       (4.1.10) 

Интегрируя обе части (4.1.10) по отрезку ],[ ba  получим справедливость (4.1.8). 

Теорема доказана.  

 Приведем аналог известного результата о связи между степенью 

гладкости функции и скоростью сходимости ее ряда Фурье по системе   +=

−=

n

ne int .  

 Теорема 4.1.3. Пусть )),(),((1,0

),(  −− +m

qpWf , 21  p , 1
11
=+

qp
 такая, что 

k

k

k

k

s

tf

s

tf




=



− ),(),( 
,   mk ,0= ,  п. в. на ),( −  и 

−

−=





dsestftc ins

n ),()( , Zn . Тогда 

ряд  
−

+

−=





dttcn n

n

m
)(  сходится и 
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m
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n
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n

m

s
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n
dttcn

+
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−=−

+

−= 



















  




.                 (4.1.11) 
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Доказательство. Используя интегрирование по частям для )(tcn  по 

частям получим    

1

1

)(

)(
)(

+

+

=
m

m

n
n

in

tc
tc , 

где 
−

−

+

+
+




=





dse
s

stf
tc ins

m

m
m

n 1

1
1 ),(

)( , Zn . По Теореме 4.1.2 согласно  

)),(),((
),(

),(1

1

 −−
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+

pqm

m

L
s

stf
 имеем    ),()(1 −



+
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n ltc  и  
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1
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q
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n
s

f
tc

+

+

−

+







.                                   (4.1.12) 

 Далее, используя неравенство Гельдера получим  

                
q

n

q
m

n

p

n
n

p

n
n

m

n

n

n

m
tc

nn

tc
tcn

1

1

1

00

1

)(
1)(

)( 
























= 
+

−=

+
+


−=

+


−=

+
+

−=

.                    (4.1.13) 

Отсюда, интегрируя обе части (4.1.13) по t  от −   до    получаем   
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)( .                       (4.1.14) 

 Применяя неравенство Гельдера, будем иметь  
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q
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 .                      (4.1.15) 

Таким образом, из (4.1.13), (4.1.14) и (4.1.15) следует, что  


−

+

−=





dttcn n

n

m
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. 

Теорема доказана. 

Аналогично доказывается следующая  
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 Теорема 4.1.4. Пусть )),(),((,0

),(  −− m

qpWf , 21  p , 1
11
=+

qp
, такая, 

что  
k

k

k

k

s

tf

s

tf




=



− ),(),( 
, 1,0 −= mk ,  п. в. на ),( −  и 

−

−=





dsestftc ins

n ),()( , Zn .  

Тогда ряд  
−

+

−=





dttcn
q

n

n

mq
)( ,  сходится и 

                                      
),(

1

)(

pqL

m

mq

n

q

n

mq

s

f
dttcn



















 


−= −





.                                 

 

4.2. Аналоги теорем Рисса и Пэли в пространствах  

Лебега с переменным показателем суммируемости    

 

Пусть   - измеримое множество из nR  и )(xp  - измеримая на   функция 

такая, что  1)( xp . Для множества E    обозначим  

)(Ep+
= )(sup xpess

Ex

 и )(Ep−
= )(inf xpess

Ex
, 

в частности, положим 
+p = )(+p , 

−p = )(−p . Пусть 
 =  = )(: xpx . 

Определение 4.2.1. Модуляром измеримой функции Rf →:  

относительно )(p  называется число  

)(

\

)(

),( )()(








 +=  L

xp

p fdxxff , 

где )(sup
)(

xfessf
x

L



=



.  

 Через )()( xpL  обозначается множество измеримых функций Rf →:  

таких, что + )/(),(  fp  для некоторого 0 . )()( xpL  становится банаховым 

пространством по норме  

 1)/(:0inf ),()()(

= 
 ff pL xp

. 

 В случае, когда pxp =)( , банахово пространство )()( xpL  совпадает с 

обычным лебеговым пространством )(pL .   
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Пусть )(xq , 1)( xq , - измеримая на   функция и T  - измеримое 

множество из nR . Через ))(,( )()( TLL pq    обозначается пространство измеримых на 

T   функций RTtxf →:),(  таких, что для почти всех x  )(),( )( TLxf xp  и 

)(),( )()()(

 xqTL
Lxf

xp

, а через )()( xpl  множество последовательностей  
Nkk xc


)(  

измеримых на   функций, удовлетворяющих условию  

+


= 1

)(
)(

k

xp

k dxxc . 

Пусть )(2)(),( −xpxpl  - множество последовательностей  
Nkk xc


)(  измеримых на   

функций таких, что 

+


= 

−

1

)(2)( )(
k

xp

k

xp dxxck . 

Для последовательности  
Nkk xc


)(  положим  

 








= 


= 


1)

)(
(:0inf

1

)(

)()(
k

xpk

lk

xc
c

xp 
   

и 

 








= 


= 

−

−

1)
)(

(:0inf
1

)(2)(

)(2)(),(
k

xpkxp

lk

xc
kc

xpxp 
 . 

Пространства )()( xpl  и )(2)(),( −xpxpl  являются линейными нормированными 

пространствами с нормой  
)()( xpl

kc  и  
)(2)(),( −xpxpl

kc  соответственно.  

Справедлив аналог Теоремы Рисса ([26], стр.154)   в ))(,( )()( TLL xpxq  .  

Теорема 4.2.1. Верны следующие утверждения:   

1) Если f  )),(),,(( )()( dcLbaL xpxq , 2)(1  − xpp , и  =
d

c

kk dtttxfxc )(),()(  , Nk , 

то    ),()( balc xqNkk 


, 
1)(

)(
)(

−
=

xp

xp
xq ,  и  

                              
)),(),,((1);( )()()(

)(
dcLbaLbalNkk

xpxqxq

fpMc 


.                                       (4.2.1) 
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2) Для любой последовательности   ),()( balc xpNkk 


, 2)(1  xp , 

существует   функция )),(),,(( )()( dcLbaLf xqxp , 
1)(

)(
)(

−
=

xp

xp
xq , для которой 

=
d

c

kk dtttxfxc )(),()(  , Nk ,   и такая, что  

                                              
),(1)),(),,((

)()()(

)(
balNkkdcLbaL

xpxqxp

cpMf


 ,                       (4.2.2)     

где   












=
−−

+−

1
2

1
2

1 ,max)(
pp

MMpM .  

Доказательство. Сначала докажем 1). Пусть )),(),,(( )()( dcLbaLf xpxq . 

Тогда для почти всех ],[ bax  ),(),( )( dcLxf xp . Согласно Теореме Рисса для 

почти всех ],[ bax  последовательность  
Nkk xc


)(  удовлетворяет условию 

+


=

)(

1

)(
xq

k

k

xс  и имеет место  

                                 
)(

1

)(
1

)(

2
)(

1

1

)(
),()(

xpd

c

xpxp
xq

k

xq

k dttxfMxc
























−

=

.                       (4.2.3)                          

Для 0  из (4.2.3) получаем  
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),()()(
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xfpMxс













 

















= 
.                                        (4.2.4) 

Интегрируя обе части (4.2.4) по отрезку ],[ ba ,  в результате получим  

         dx
xfpM

dx
xс b

a

xq

dcL
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b

a

xq

k xp
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),(1

1
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.                      

Отсюда имеем 






























 





























 



=

1
),()(

:0inf1
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)(

),(1

1

)(

)(
dx

xfpM
dx

xс b

a

xq

dcL

k

b

a

xq

k xp





 . 

Таким образом 

 
)),(),,((1)),(),,((1),( )()()()()(

)()(
dcLbaLdcLbaLbalNkk

xpxqxpxqxq

fpMfpMc =


. 
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 Покажем справедливость 2). Пусть последовательность  
Nkk xc


)(  такая, 

что +


=1

)(
)(

k

b

a

xp

k dxxc . Используя следствие Теоремы Б.Леви, получаем 




=

+
1

)(
)(

k

xp

k xc , для почти всех ],[ bax . Тогда согласно Теореме Рисса для 

почти всех ],[ bax  существует функция ),(),( )( dcLxf хq , для которой  

=
d

c

kk dtttxfxc )(),()(  , Nk , и                                                  
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1

)(

1

)(

1

1

)(
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),(
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k
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dcL
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.            (4.2.5) 

Далее, из (4.2.5) получим 
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))()((),(
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dcL
xсpMxf

xq

.                                    (4.2.6) 

Поскольку при →n  0)()(),(
),(1

)(

→− 
= dcL

n

k

kk

xq

xcxf  , то ясно, что функция f  

измерима на ],[],[ dcba  . Для 0  из (4.2.6) получаем  
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dcL xсpMxf
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.                                  (4.2.7) 

Если взять интеграл обеих частей (4.2.7) по отрезку ],[ ba , будем иметь  
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Тогда  
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)(
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a
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k
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a

xp

dcL
dx

xсpM
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 . 

Отсюда имеем  

   
),(1),(1)),(),,((

)()()()(

)()(
balNkkbalNkkdcLbaL

xqxqxpxq

cpMcpMf


= , 

т. е.  справедливо неравенство (4.2.2). Теорема доказана.  

Теорема 4.2.2.  Верны следующие условия: 
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1) если )),(),,(( )()( dcLbaLf xpxp , 2)(1  − xpp , и =
d

c

kk dtttxfxc )(),()(  , Nk , 

то   ),(2)(),( balc xpxpNkk −
   и 

                            
)),(),,((

1

);( )()(2)(),( 1

)(
dcLbaLbalNkk

xpxpxpxp

f
p

pAM
c

−


−


−

 ;                            (4.2.8) 

2) для любой последовательности   2)(),( −
 xqxqNkk lc ,  +qxq )(2 ,  

существует функция )),(),,(( )()( dcLbaLf xqxq : =
d

c

kk dtttxfxc )(),()(  , Nk , и  

                              
),(2)),(),,((

2)(),()()(

)(
balNkkdcLbaL

xqxqxqxq

cqMAqf
−

+ ,                            (4.2.9) 

где   












= +−

−−
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MMqM

2
1

2
1

2 ,max)( .  

Доказательство. Пусть f  )),(),,(( )()( dcLbaL xpxp . Тогда для почти всех 

],[ bax  ),(),( )( dcLxf хp . По Теореме Пэли имеем   
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)(2)( )(
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xp

A
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− . 

Отсюда ясно, что  
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A
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− .                         (4.2.10) 

Возьмем 0 . Тогда из (4.2.10) следует, что   

dx
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A
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Следовательно, имеем  
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f
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p
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−
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−
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−

, 

т. е. справедливо неравенство (4.2.8).                                                        
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Теперь установим 2). Предположим, что  
Nkk xc


)(  такая 

последовательность, что  +


=

−

1

)(2)( )(
k

b

a

xq

k

xq dxxck . Согласно упоминавшемуся 

следствию для почти всех ],[ bax  +−


=


)(2)(

1

)(
xq

k

xq

k

xсk . Поэтому по Теореме 

Пэли для почти всех ],[ bax , существует функция ),(),( )( dcLxf хq  такая, что 




=

=
1

)()(),(
k

kk txctxf    и  

 


=

−−

1

)(2)(2)()()(

),(
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)(
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xqxqxqxq

dcL
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=
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+
1

)(2)()(

2 )())((
k

xq

k

xqxq xсkqMAq .                              (4.2.11) 

Отсюда при 0 , разделив обе части неравенства (4.2.11) на )(xq , а затем 

интегрируя обе части по отрезку  ],[ ba  получим  
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f
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.                  (4.2.12)  

Поэтому имеет место (4.2.9). Теорема доказана.  

 Применим полученные результаты к случаю системы экспонент   Zne 

int .  

Теорема 4.2.3. Пусть )),(),,(( 1

)()( − +m

xpxq WbaLf , 2)(1  − xpp , 

1)(

)(
)(

−
=

xp

xp
xq ,  и 

k

k

k

k

t

xf

t

xf




=



− ),(),( 
, mk ,0=   для  почти всех ],[ bax  и 


−=

b

a

n dtetxfxc int),()( , Zn .  Тогда ),()()( )( baLxcnx xqn

m

n
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−=

 ,  и  
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),(

)()(

)(

)(




−

+

+






xpxq

xq

LbaL

m
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f
p ,                          (4.2.13) 

где  
+
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−
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0
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n
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n
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Доказательство.  Имеем  
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т. е.  
Znmn xc

+ )(1,  - последовательность коэффициентов Фурье функции 
k

k

t

txf



 ),(
 

по системе   Zne 

int . В силу Теоремы 4.2.1 имеем   ),()(1, balc xqZnmn 
+  и  

 
)),(),,((

1

1

),(
1,

)()(

)(
−

+

+

+





xpxq

xq
LbaL

m

m

balZnmn
t

f
c .                        (4.2.14) 

Воспользовавшись неравенством Гельдера с показателем )(xp , получим   

           )(xcn n

m

n


+

−=

= 
+


−=

+

0

1, )(

n
n

mn

n

xc


)(

1

0

)(

1
xp

n
n

xp
n 

















+


−=

)(

1

)(

1, )(
xq

n

xq

mn xc 








+

−=

+   

                               )( p
)(

1

)(

1, )(
xq

n

xq

mn xc 








+

−=

+ .                                         (4.2.15) 

Возведя обе части (4.2.15) в )(xq -ую степень, будем иметь  

( )
)(

1

1,

)(

)( )()()()(

xq

k

mn

xq

n

n

mxq xcpxcnx 


=

+

+

−=









=  . 

Отсюда для 0   получим 

dx
xcp

dx
x

k

b

a

xq

mn
b

a

xq




=

+
























1

)(

1,
)( )()()(








, 

и поэтому   
);(

1,),(
)()(

)(
balZnmnbaL

xqxq

cp
+ . Тогда учитывая (4.2.14) получим 

(4.2.13). Теорема доказана. 

 Также имеет место следующая  

Теорема 4.2.4. Пусть функция )),(),,(( )()( − m

xpxq WbaLf , 2)(1  − xpp , 

Nm , 
1)(

)(
)(

−
=

xp

xp
xq   и для  почти всех ],[ bax  имеет место  

k

k

k

k

t

xf

t

xf




=



− ),(),( 
,  1,0 −= mk , и  

−=

b

a

n dtetxfxc int),()( , Zn . Тогда 

  ),()( balcn xqZnn

m 


 и                                       

   
)),(),,((

),(

)()(

)(
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xpxq

xq

LbaL

m

m

balZnn

m

t

f
cn .   
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Доказательство. Доказательство теоремы проводится аналогично 

доказательству Теоремы 4.2.3.     

                         

4.3. О применении ),(2, bal pp −  аналога теоремы Пэли к решению смешанной 

задачи для одного класса дифференциальных уравнений третьего порядка 

 

Пусть T  - некоторое положительное число. Обозначим через ),0(2, −ppL , 

2p , банахово пространство функций ),0()( pLxf  , для которых   2, −
 ppNnn lf , 

dxnxxff n =




0

sin)(
2

,  с нормой  

p

n

p

n

p

L
fnf

pp

1

1

2

),0(2,









= 



=

−

− 
. 

В случае, когда dxnxxffn =




0

cos)(
2

, то соответствующее пространство будем 

обозначать через ),0(2, −pp
cL . Положим )),0(],,0([ 2, −ppp LTL , 2p , - банахово 

пространство функций )(),( DLxtf p ,  ),0(),0( = TD ,  с конечной нормой 

p

n

T
p

n

p

LTL
dttfnf

ppp

1

1 0

2

)),0(],,0([
)(

2, 












=  



=

−

− 
, 

где dxnxxtftfn =




0

sin),(
2

)( .  

Пусть X  - некоторое банаховое пространство. Через )),,(()1( XbaWp  

обозначается банахово пространство вектор функций Xbau →],[:  таких, что для 

],0[ Tt  существует в X  сильный предел )(
)()(

lim /

0
tu

t

tuttu

t
=



−+

→
, снабженная 

нормой   

++=  dttudttuu

b

a

p

X

b

a

p

X

p

XbaWp

)()( /

)),,(()1( . 

Пусть k

k TB




,..,,

,,..,,
10

10
 - пространство функций  ),( xtu  вида   
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xntuxtu
n

n


=

=
1

sin)(),( , 

рассматриваемых на прямоугольнике D , для которых ]),0([)( )( TCtu k

n  , с 

конечной нормой  

( ) ii
i

k
Tk

k

i n

i

n
TtB

tunu





1

0 1

)(

0
)(max,..,1,0

,..,1,0
 
=



=










= , 

где 0i , 1i , ki ,0= , 0k - целое число.  

Рассмотрим пространство qq

TppB

2
,

2
1

,,

+

, где 2p , 1
11
=+

qp
. При 2p , 1

11
=+

qp
, 

пространство qq

TppB

2
,

2
1

,,

+

 непрерывно вложено в пространство 1,2

,2,2 TB  и имеет место 

соотношение 

qq
TppT B

q

q

B
uu

2
,

2
1

,,
1,2

,2,2

2

2
2

6
+

−












. 

Очевидно, что если qq

TppBxtu

2
,

2
1

,,),(
+

 , то из сходимости рядов 


=1
],0[

n
TCnun  и 




=1
],0[

/

n
TC

nu   имеем )(),(),,(),,( DCxtuxtuxtu xt  .  

Замечание 4.3.1. Для qq

TppBxtu

2
,

2
1

,,),(
+

  существуют частные производные  

nxtunxtu n

n

xx sin)(),(
1

2


=

−= , nxtunxtu n

n

tx cos)(),( /

1




=

= . 

Кроме того, )),0(],,0([),(),,( 2, − pptxxx LTCxtuxtu .  

  Действительно, ];0[ Tt  имеем 

( ) +













= 



=

+
−



=

−


=

p

n
TCn

qp

n

p

TCn

p

n

p

n unnunntun
1

],0[

2
1

2

1
],0[

22

1

2 )()( . 

Тогда по Теореме 4.1.2, существует ),0(),( pLxtf   такая, что   

nxtunxtf
n

n sin)(),(
1

2


=

−=  и  
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p

n

n

p

p

p
tunnAdxxtf ))((),(

1

22

0




=

−



. 

Отсюда получаем )),0(],,0([),( 2, − ppLTCxtf . Более того, имеет место 

),(),( xtuxtf xx= . Действительно 














−




=




= 



=

x

n

n

x

nydytun
x

dyytf
x

xtf
01

2

0

sin)(),(),( =  

=

















=












=   



=



= 1 0

2

2

0 1
2
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cos)(cos)(
n

x

n
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n

n nydytnu
x

dynytnu
x

 

 ),(sin)(
1

2

2

xtunxtu
x

xx

n

n =











= 



=

. 

 Аналогично рассматривается частная производная txu . 

Рассмотрим следующую смешанную задачу для уравнения  

                                          ),)((),(),( xtuFxtuxtu txxtt =−                                         (4.3.1) 

с начальными и граничными условиями  

                                        )(),0( xxu = , )(),0( xxut = ,  x0 ,                          (4.3.2) 

                                              0)0,(),( == tutu  , Tt 0 ,                                       (4.3.3)  

где  0  - фиксированное число, F - заданный, вообще говоря, нелинейный 

оператор,    и   - заданные функции.  

Дадим определение обобщенного решения задачи (4.3.1)-(4.3.3).  

Определение 4.3.1. Функция qq

TppBxtu

2
,

2
1

,,),(
+

  ( pq, -сопряженные числа), 

удовлетворяющая условию (4.3.2), называется обобщенным решением задачи 

(4.3.1)-(4.3.3), если для любой функции )),0(],,0([),( 1

1 qLTWxtv   такой, что 

0),( =xTv  для п. в. на ],0[  , 0),()0,( == tvtv , ],0[ t , выполняется интегральное 

тождество 

  −+− 
T

txxtt dxdtxtvxtuFxtvxtuxtvxtu
0 0

),(),)((),(),(),(),(



  

                                        0),0()(),0()(
00

// =+− 


 dxxvxdxxvx .                            (4.3.4) 
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Справедлива следующая  

Лемма 4.3.1. Пусть ),( xtu  является обобщенным решением задачи 

(4.3.1)-(4.3.3) и )),0(],,0([)( 2, ppp LTLuF − . Тогда коэффициенты )(tun  являются 

решениями следующей счетной системы нелинейных интегро-

дифференциальных уравнений 

                     ( ) ( ) 





  deuF
n

e
n

tu

t

tn

nn

tn

nn 
−−− −+−+=

0

)(

22

22

1),(
1

1
1

)( ,                    (4.3.5) 

где n , n  и ),( tuFn  - коэффициенты Фурье по системе   Nnnx sin  функций )(x , 

)(x  и ),)(( xtuF  соответственно.  

Доказательство. Доказательство Леммы непосредственно вытекает из 

соответствующего результата в пространстве 1,2

,2,2 TB  в силу вложения 

пространства qq

TppB

2
,

2
1

,,

+

  в  1,2

,2,2 TB . Лемма доказана. 

Лемма 4.3.2. Предположим, что выполнены условия  

1) );0(]),0([)( 2)1(  pWCx  ,   2,

2

−
 ppNnn ln  , 0)()0( ==  ;  

2) ),0(]),0([)( 1  pWCx  ,   2, −
 ppNnn ln , 0)()0( ==  .  

Тогда qq
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n

n Bxntwxtw

2
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2
1
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1

sin)(),(
+

=

= , где  ( ) n
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n

tw 
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1
1
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2

−−+= . 

Доказательство. Установим сходимость рядов 
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n
TCn

q wn
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1
],0[

/

2

. Имеем 
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n
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1
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/ . Поэтому, учитывая  
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n nnnn
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а также  
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q nnnwn  . 

Следовательно, qq

TppBw

2
,

2
1

,,

+

 . Лемма доказана. 

 Также имеет место следующая 

Лемма 4.3.3. Пусть в пространстве )),0(],,0([ 2, −ppp LTL  оператор P  

задан формулой  

( ) nxdef
n

xtfP
n

t
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n sin1)(
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),)((
1 0
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 ,  

где   dxnxxtftfn =




0

sin),(
2

)( . Тогда qq
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2
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2
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fLfP ,                                      (4.3.6) 

где   qqq qTL
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1
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− +=  . 

  Доказательство. Для )),0(],,0([ 2, − ppp LTLf  имеем  
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q
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Лемма доказана. 

Теперь сформулируем теорему единственности обобщенного решения 

задачи (4.3.1)-(4.3.3). 

Теорема 4.3.1. Пусть выполнены следующие условия: 

1) )),0(],,0([)( 2, − ppp LTLuF , qq

TppBu

2
,

2
1

,,

+

 , 2p ; 

2) существует функция ),0()( TLtc p  : для  qq

TppBvu

2
,

2
1

,,,
+

    имеет место 

                     qq
tpppp BL

vutctvFtuF 2,21

,,2,

)()),(()),((
),0(

+

−

−−


, ],0[ Tt .                        (4.3.7) 

Тогда задача (4.3.1)-(4.3.3) не может иметь более одного обобщенного 

решения.  

 Доказательство. Допустим противное, т.е. предположим, что задача 

(4.3.1)-(4.3.3) имеет по крайней мере два различных обобщенных  решения 

),( xtu  и ),( xtv . Пусть  
Nnn tu


)(  и  

Nnn tv


)(  последовательности коэффициентов 

функций  ),( xtu  и ),( xtv  соответственно. Из Леммы 4.3.1 получаем  

( ) =−=− 


=
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( )( ) ),))(()((sin1),(),(
1

1 0

)(

2

2

xtvFuFPxndevFuF
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 . 

Тогда ],0[ Tt  согласно (4.3.7), используя (4.3.6), получим 
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Отсюда, по Лемме Грануолла-Белмана, получаем 02,21

,,

=−
+

p

B qq
tpp

vu . Следовательно,  

),(),( xtvxtu = . Теорема доказана.  

В следующей теореме доказывается существование и единственность 

обобщенного решения задачи (4.3.1)-(4.3.3). 

Теорема 4.3.2. Пусть выполнены следующие условия: 

1) ),0(]),0([)( 2)1(  pWCx  ,   2,

2

−
 ppNnn ln  , 0)()0( ==  ; 

2) ),0(]),0([)( 1  pWCx  ,   2, −
 ppNnn ln , 0)()0( ==  ; 

3) )),0(],,0([)( 2, − ppp LTLuF , qq

TppBu
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, ],0[ Tt ;                               (4.3.8)                                                          

4) ),0()( TLtc p : ),0(, RSvu      

                     qq
tpppp BL

vutctvFtuF
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, ],0[ Tt ,                            (4.3.9) 

где =

T

pp dttBAR
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, )()( 0 tbLtB = , LL q
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0 2= . 

 Тогда задача (4.3.1)-(4.3.3) имеет единственное обобщенное решение.  

Доказательство. Рассмотрим в пространстве  qq

TppB

2
,

2
1

,,

+

 оператор Q , 

заданный равенством ))(()( uFPwuQ += .  Используя (4.3.6),  (4.3.8)  получим 
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Построим последовательность   qq

Tppkk Bu

2
,

2
1

,,0

+


=
   следующим образом:  

00 =u , )( 1− kk uQu , ,..,..2,1=k  

Согласно (4.3.10) для любого ],0[ Tt  получим   
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Продолжая процесс, аналогичным образом, получаем  
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Таким образом, 
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Покажем, что ),( xtu  является обобщенным решением задачи (4.3.1)-

(4.3.3). Очевидно, что  
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Остается показать справедливость тождества (4.3.4). Возьмем  Nm  и 

обозначим через   
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Таким образом 
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Переходя к пределу в (4.3.11) при  →m , получаем справедливость 

интегрального тождества (4.3.4). Таким образом, ),( xtu  является обобщенным 

решением задачи (4.3.1)-(4.3.3). Единственность обобщенного решения следует 

из Теоремы 4.3.1. Теорема доказана.  

Замечание 4.3.2. Отметим, что несмотря на то, что всякое обобщенное 

решение задачи (4.3.1)-(4.3.3) в пространстве qq

TppB

2
,

2
1

,,

+

  является ее обобщенным 

решением в  пространстве 1,2

,2,2 TB , из условий  Теоремы 4.3.2 вообще говоря не 

следуют условия существования и единственности обобщенного решения 

задачи (4.3.1)-(4.3.3) в случае 2=p .  
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ГЛАВА V.  

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ БАЗИСЫ В ПРОСТРАНСТВАХ ГРАНД 

ЛЕБЕГА. ПРИЛОЖЕНИЯ К НЕСАМОСОПРЯЖЕННЫМ 

СПЕКТРАЛЬНЫМ ЗАДАЧАМ 

 

В последнее время в связи с приложениями в теории уравнений в частных 

производных, в теории аппроксимации, в гармоническом анализе и других 

различных областях математики возрос интерес к изучению задач в 

нестандартных пространствах. К таким пространствам относятся пространство 

Лебега с переменным показателем суммируемости, пространство Компанато, 

пространство Морри, пространство гранд Лебега и др. Пространства гранд 

Лебега были введены T.Iwaniec и C.Sbordone [177] в 1992 г. в связи с изучением 

свойства интегрируемости определителя якобиана в открытом ограниченном 

множестве. В последующем пространствам гранд Лебега были посвящены 

многочисленные работы авторов A.Fiorenza [131], A.Fiorenza, G.E.Karadzhov 

[132], B.Gupta, A. Fiorenza и P.Jain [145], T.Iwaniec и C.P.Sbordone [176], 

V.M.Kokilashvili, A.Meskhi, H.Rafeiro, S.Samko [183] и др.  

 Одним из важных вопросов спектральной теории дифференциальных 

операторов является изучение спектральных задач со спектральным 

параметром в граничных условиях. Задачи Штурма-Лиувилля со спектральным 

параметром в граничных условиях рассматривались в работах J.Walter [217], 

A.Schneider [208], C.T.Fulton [137], D.B.Hinton [150], А.А.Шкаликова [76]. В 

работах Е.И.Моисеева и Н.Ю.Капустина [37-39] для задачи Штурма-Лиувилля 

со спектральным параметром входящее в граничные условия линейно, 

рассматривались вопросы базисности систем из собственных функций в 

лебеговых пространствах. Различные обобщения в этом направлении изучались 

в работах Н.Б.Керимова и З.С.Алиева [44], Н.Б.Керимова и В.С.Мирзоева [45] и 

др. В абстрактном виде вопрос дефектной базисности рассматривался в работе 

Б.Т.Билалова и Т.Р.Мурадова [97]. В работе Т.Б.Касумова [40] в абстрактной 



163 

 

постановке найден критерий относительно дефектной базисности систем в 

банаховых пространствах.   

Разрывные спектральные задачи со спектральным параметром в граничных 

условиях в лебеговых пространствах pL  изучались в  работах Т.Б.Касумова и 

Ш.Дж.Маммедова [141], Т.Б.Касумова и А.А.Гусейнли [140], Б.Т.Билалова, 

Т.Б.Касумова и Г.В.Магеррамова [91], а в весовых лебеговых пространствах со 

степенным весом в работе Т.Б.Касумова, А.М.Ахтямова и Н.Р.Ахмедзаде [139].  

Спектральные свойства разрывного дифференциального оператора также 

изучалась в работах В.М.Курбанова и Э.Дж.Ибадова [46], A.M.Gomilko и 

V.N.Pivovarchik [142]. В этой главе с помощью оператора сдвига определяется 

подпространство пространства гранд Лебега. Доказываются базисности 

системы экспонент, тригонометрических систем синусов и косинусов и 

ограниченность сингулярного оператора в этом подпространстве. 

Устанавливается базисность систем собственных функций одной разрывной 

спектральной задачи для дифференциального уравнения второго порядка в 

пространствах гранд Лебега и в их весовых вариантах с весом общего вида. 

 

 5.1. Сепарабельное подпространство пространства гранд Лебега 

 

Пусть 
nR  - измеримое множество с конечной лебеговой мерой   и 

+ p1 . Через )() pL  обозначается пространство гранд Лебега измеримых на 

  функций f  таких, что  
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Обозначим через ),(
~

) baG p  - линейное многообразие, состоящее из функций 

),() baLf p  удовлетворяющих условию  

0
)
→−

p
ffT , 0→ . 

Пусть  ),() baG p
 замыкание ),(

~
) baG p  в ),() baLp

. Имеет место строгое вложение 

),(),( ) baGbaL pp  . 

 Следующая теорема характеризует подпространство  ),() baG p
. 

 Теорема 5.1.1.  Множество ],[ baC   плотно в ),() baG p
. 

 Доказательство. Возьмем произвольное число 0  и произвольную 

функцию ),() baGf p . Через )(t  обозначим следующее ядро  
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f   есть свертка с 

ядром )( , т. е.  
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−=−=   . 

Корректность такого определения следует из включения ),(),( 1) baLbaLp  . 

Очевидно, что )(tf  - бесконечно дифференцируемая функция. Используя 
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0)()(sup
)
→−−


p

s
p fsfc



, 0→ . 

Следовательно, ],[ baC   плотно в ),() baG p
. Теорема доказана. 

 Теорема 5.1.2.  Множество ],[0 baC   плотно в ),() baG p
. 

 Доказательство. Возьмем произвольное 0  и произвольную функцию 

),() baGf p . По Теореме 5.1.1 существует ],[ baCg   такая, что  
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p
gf .                                              (5.1.1) 
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Положим   

dssstgtg )()()(, 
+
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−=   , R . 

Ясно, что при 
2


   имеет место ],[0, baCg  . Так как 0
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p

gg   при 0→

, то существует 
2


   такое, что  
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p
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Следовательно, используя (5.1.1), (5.1.2) и (5.1.3) получим  
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т. е. ],[0 baC   плотно в ),() baG p
. Теорема доказана.  

Из доказанной теоремы и из известного  ([182], стр. 742) результата 

относительно замыкании ],[0 baC 

 в  ),() baLp  
вытекает, что  подпространство  

),() baG p
  состоит из функций ),() baLf p , удовлетворяющих условию  

0)(lim
0

=
−

+→

b

a

p
dttf




 . 

 Теперь перейдем к вопросу инвариантности подпространства ),() baG p
 при 

сингулярном операторе.  

 Пусть  +== ssttCt 0),(:  простая спрямляемая кривая. Положим  

),(),( rtBrtD = , где  rtzCzrtB −= :),(  , t . Кривая   называется 

Карлесоновой, если  00 c : rcrtD 0),(  , t . 

 Рассмотрим следующий сингулярный оператор  
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2
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))(( , Гt  . 

Известно ([181], стр. 6), что сингулярный оператор ГS   является 

ограниченным в )() ГLp
, + p1 , в том и только в том случае, когда Г  - 

Карлесоновая  кривая. 

Пусть  1: ==   - единичная окружность. Рассмотрим оператор 

отождествления ),()(: ))  −→ pp LLT , определенный по формуле )()( iteftTf = , 

],[ −t . Обозначим через )() pG   образ ),() −pG  при отображении 
1−T . В 

следующей теореме доказывается инвариантность )() pG  относительно 

сингулярного оператора 
S . 

 Теорема 5.1.3. Оператор 
S  ограниченно действует в )() pG . 

 Доказательство.  Возьмем )() pGf   и  0 . Тогда из Теоремы 5.1.2 

следует, что существует  )(pLg   такой, что  

−
)p

gf . 

Тогда из ограниченности S  в )() pL   следует, что  
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 SgfSgSfS
pp
−−

))
)()( . 

Отсюда в силу произвольности 0  и )()(  pLgS   следует, что )( fS
 

принадлежит замыканию )(pL  в )() pL , т. е. )()( )  pGfS  . Теорема доказана. 

 

5.2. Базисность системы экспонент и тригонометрических систем в 

сепарабельном подпространстве пространства гранд Лебега 

 

Рассмотрим вопрос базисности системы экспонент   Zne 

int  в 

подпространстве ),() −pG .  

 В следующей теореме устанавливается минимальность системы 

экспонент   Zne 

int  в пространстве ),() −pL . 

 Теорема 5.2.1.  Система   Zne 

int  минимальна в ),() −pL , + p1 . 

 Доказательство. Рассмотрим систему функционалов по формуле  
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т. е. функционал )(n  ограничен. С другой стороны, имеем 
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т. е. системы   Zne 

int  и  
Znn 

  биортогональны. Таким образом, система   Zne 

int  

минимальна в ),() −pL . Теорема доказана.  

 В следующей теореме устанавливается полнота системы экспонент   Zne 

int  

в пространстве ),() −pG . 
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Теорема 5.2.2.  Система экспонент   Zne 

int  полна в пространстве 

),() −pG , + p1 . 

Доказательство. Возьмем произвольное 0  и произвольную функцию 

),() − pGf . Тогда по Теореме 5.1.2 существует ],[0  − Cg  такая, что  

                                          −
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gf .                                                      (5.2.1) 
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Следовательно, используя (5.2.1) и (5.2.2), получаем  

 ppSggfSf
pmppm =−+−+−− )1(

)))
. 

Отсюда следует, что   Zne 

int  полна в пространстве ),() −pG . Теорема доказана.  

А теперь докажем следующую основную теорему о базисности системы 

экспонент   Zne 

int  в пространстве ),() −pG . 

Теорема 5.2.3. Система экспонент   Zne 

int  образует базис в 

пространстве ),() −pG , + p1 . 

Доказательство. Возьмем произвольное 0  и произвольную функцию 

),() − pGf . В силу Теорем 5.2.1 и 5.2.2 система экспонент   Zne 

int   полна и 

минимальна в ),() −pG . Рассмотрим систему проекторов  


−=

=
m

mn

inx

nm efxfP )())((  , ),() − pGf , Zm . 

Преобразуем )( fPm  следующим образом  

==  
−= −

−
m

mn

inx

m edtetfxfP ))(
2

1
())(( int
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где  
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m
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−
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. Поэтому  
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dttxKtfxfP mm )()(
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1
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.                (5.2.3) 

Выражение  (5.2.3) можно представить в виде  

                        ))()(())()(())(( )1(

1)1(1 −= +−

−+−−

m

xmi

m

imx

m efTSeefTSexfP  ,                (5.2.4) 

где 
S  - сингулярный оператор в ),() −pL . Отсюда, учитывая ограниченность 

сингулярного оператора 
S  в ),() −pL  получим  

))
)1(

1

)

1

)
2)()()(

pp
m

p
mpm fSfeTSfeTSfP  + +−

−− , 

т. е. система  
NmmP


 равномерно ограничена. Таким образом, согласно 

критерию базисности, система экспонент   Zne 

int   образует базис в пространстве 

),() −pG .  Теорема доказана.  

 Теперь рассмотрим вопрос базисности тригонометрических систем 

  Nnnt sin  и  
0

cos Nnnt 
 в пространстве ),0() pL . Верна следующая  

Теорема 5.2.4.  Системы синусов   Nnnt sin  и косинусов  
0

cos Nnnt 
 

образуют базисы в пространстве ),0() pG , + p1 . 

Доказательство. Сначала рассмотрим систему синусов   Nnnt sin . 

Покажем минимальность системы   Nnnt sin  в пространстве ),0() pL , + p1 . 

Определим систему линейных функционалов  

dtnttffgn =




0

sin)(
2

)( , ),0() pLf  , Nn .  

Для ),0() pLf   имеем  

=  dttfdtnttffgn




00

)(
2

sin)(
2

)(  
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  , 

где )1,0( − p . Таким образом, ng  является линейным непрерывным 

функционалом в ),0() pL . С другой стороны, легко показать, что  

nmn mtg =)(sin , 

т. е. системы   Nnnt sin  и  
Nnng


 биортогональны, и значит, система   Nnnt sin  

минимальна в пространстве ),0() pL .  

 Возьмем ),0() pGf  . Продолжим функцию f  нечетным образом на 

],[ −  и обозначим ее продолжение через )(tF . Имеем  





−−−


=

)0,[),(
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ttf
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tF . 

Ясно, что ),() − pLF  и  
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0
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−
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Легко показать, что ),() − pGF . Так как по Теореме 5.2.3 система   Zne 

int  

образует базис в ),() −pG , то имеет место разложение 
+

−=

=
n

nectF int)(  и для 

коэффициентов nc  имеем 

=−== 
−

−

− dtetfdtetfdtetFcn
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1
sin)(
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00

intint fg
i

dtnttf
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dteetf n==−−= 
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, Nn . 

С другой стороны, ясно что nn cc −=− . Поэтому для Nm  получим 

 
= =

−

==

−

=−=

==−=−=
m

n

m

n

nn

m
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m
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n ntfgntcieecececec
1 1

int

1

int

1

int

1

intint sin)(sin2)( . 

Легко показать, что 
−=

−
m

mn

nectF int)(  является нечетным продолжением 


=

−
m

n

n ntfgtf
1

sin)()(  на ],[ − . Поэтому для Nm  получаем 
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),(

int

),0(1
)

sin)(
 −−==

 −=−

pp L

m

mn

n

L

m

n

n ecFntfgf . 

Отсюда переходя к пределу при →m  получим 


+

=

=
1

sin)()(
n

n ntfgtf , 

т. е.   Nnnt sin  образует базис в ),0() pG ,  + p1 .  

 Аналогичным образом доказывается базисность системы косинусов 

 
0

cos Nnnt 
 в пространстве ),0() pG , + p1 . Теорема доказана. 

 

5.3. Базисности системы экспонент и тригонометрических систем в 

весовых сепарабельных подпространствах пространства гранд Лебега 

 

Пусть +→ Rba ],[:  - некоторая весовая функция. Через ),( baAp , + p1 , 

обозначается класс Макенхоупта, т. е. класс весовых функций )(t  

удовлетворяющих условию  

+













−

−
−


 

1

1

1

],[

)(
1

)(
1

sup

p

I I

p

baI

dtt
I

dtt
I

 . 

Пусть ),(), baLp   весовое банахово пространство гранд Лебега измеримых 

на ],[ ba  функций f  с конечной нормой  

),(),( )), baLbaL pp

ff 


= . 

Имеет место следующая 

 Лемма 5.3.1. Пусть весовая функция   принадлежит классу )1,0(pA , 

+ p1 . Тогда существует число ),1(0 +r  такое, что для ),1( 0rr  имеет 

место непрерывное вложение )1,0()1,0(), rp LL  . 

 Доказательство.  Сначала теорему докажем для случая пространства 

)1,0(,pL . Из )1,0(pA  следует, что существует число 10 − p , что верно 

включение )1,0( − pA . Теперь выберем ),1(0 pr   так, чтобы  
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                                                    0
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.                                                (5.3.1) 

Из (5.3.1) получим  

                                       rp
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p

p
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−

1


, ),1( 0rr .                                            (5.3.2) 

Так как справедливо включение ( )*1 )1,0( −

−  pL , то из (5.3.2) следует, что для 

),1( 0rr  также имеет место включение 

*

)1,0(
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p

r L . Тогда для  )1,0(,pLf   

представив )()()()( tttftf rrr −=   из принадлежности )1,0()()(
r

p

r
Lttf   и 

принадлежности 

*
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−

r

p

r L  следует, что )1,0(rLf  ,  для ),1( 0rr . 

Действительно, используя неравенство Гельдера с показателем 
r

p
 , обозначив 
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rp dttc

1

0

, )()(  , получим 
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1

1

0

, )()()(  .                                       (5.3.3) 

 Далее, пусть число 10 − p  такое, что верно включение )1,0( − pA . В 

силу доказанного существует ),1(0 +r  такое, что для ),1( 0rr  имеет место 

вложение )1,0()1,0(, rp LL −  . Таким образом, согласно вложению 

)1,0()1,0( ,),  − pp LL   получим вложение  )1,0()1,0(), rp LL  . Наконец, учитывая 

(5.3.3) получим  

)1,0(

1

,)1,0(,)1,0( ),,

)()(



ppr L

p

rpLrpL
fcfcf −

−


−

,  

т. е. вложение непрерывно. Лемма доказана. 
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Обозначим через ),(), baG p   подпространство пространства ),(), baLp   

функций f  таких, что ),() baGf p .  

В следующей теореме устанавливается базисность классической системы 

экспонент в пространствах )1,1(), −pG .  

Теорема 5.3.1. Пусть весовая функция   принадлежит классу )1,1(−pA . 

Тогда система   Zn

xine 

  образует базис в пространстве )1,1(), −pG , + p1 . 

Доказательство. Несложно показать, что система функционалов  
Znn

v


 

заданных равенством 


−

−=

1

1

)(
2

1
, dxexfvf xin

n

 , Zn , 

является биортогональной системой системы   Zn

xine 

 . Из результатов [148] 

известно, что при условии принадлежности )1,1(− pA  система экспонент 

  Zn

xine 

  образует базис в пространстве )1,1(, −pL . Тогда из полноты )1,1(, −pL  в  

)1,1(), −pG , с учетом непрерывного вложения )1,1()1,1( ),, −−  pp GL  получаем, что 

для )1,1(), − pGf  справедливо однозначное разложение  

                                                         



=
Zn

xin

necf  .                                                (5.3.4) 

Действительно, для 0  существует )1,1(, − pLg  такое, что  

                                                      2)1,1(),




−
−pL

gf .                                            (5.3.5) 

В силу базисности системы   Zn

xine 

  в пространстве )1,1(, −pL  имеет место 

однозначное разложение 


=
Zn

xin

n evgg , . Следовательно, существует Nm 0 , 

что для m : 0mm   

                                           
c

evgg

pL

m

mn

xin

n
2

,
)1,1(,





 −
−−=

 ,                                (5.3.6) 

где число 0c  такое, что 

)1,1()1,1( ,), −−


 pp LL
fcf , )1,1(, − pLf . 
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Тогда из (5.3.5) и (5.3.6) для m : 0mm  получим 





 −
−−=


)1,1(),

,

pL

m

mn

xin

n evgf , 

т. е.  )1,1(), − pGf  имеет место разложение (5.3.4). Единственность разложения 

следует из минимальности   Zn

xine 

 в )1,1(), −pL . Теорема доказана.   

 Теперь установим базисность тригонометрических систем в весовых 

пространствах гранд Лебега.  

Теорема 5.3.2. Пусть весовая функция   принадлежит классу )1,0(pA . 

Тогда система синусов   Nnnx sin  и косинусов  
+Znnxcos   образуют базис в 

пространстве )1,0(),pG , + p1 . 

Доказательство. Пусть )(x  - четное продолжение )(x  на ]1,1[− :   
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x




  

Покажем, что из )1,0(pA  следует, что )1,1(− pA . Для произвольного 

интервала ]1,1[−I  имеет место 21 III = , где  ]1,0[1 = II  и ]0,1[2 −= II . 

Рассмотрим множество 
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Пусть  
−+

= IIJ , где  
−

I  - множество чисел противоположных числам 

множества 
+

I . Очевидно, что ]1,1[− JI . Имеем   
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Возьмем произвольную функцию )1,0()pGf   и продолжим ее нечетным 

образом, а именно пусть  





−−−
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].0,1[),(

]1,0[),(
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ttf

ttf
tF  
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Имеем 
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т. е. )1,1(), − pLF .  Ясно, что  )1,1(), − pGF . Тогда можно разложить F  по базису 

  Zn

tine 

  в виде 
+

−=

=
n

xin

necxF )( . Для коэффициентов nc  имеем 
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 , Nn . 

где  =

1

0

sin)(2, nxdxxfgf n  . Ясно, что система  
Nnng


 является 

биортогональной системой к системе   Nnnt sin . Учитывая равенство nn cc −=− , 

Nn , и  00 =c
 для Nm  получим 

=−=−= −

==
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=−=
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111

nti
m

n

nti

n
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1 1

sin,sin2  . 

Легко показать, что 
−=

−
m

mn

nectF int)(  является нечетным продолжением 


=

−
m

n

n ntgftf
1

sin,)( 
 
на ]1,1[− . Поэтому при →m  получаем 

0sin,

)1,1(),), )1,0(1

→−=−

−


−==





pLp

m

mn

nti

n

L

m

n

n ecFntgff , 

т. е. система   Nnnt sin  образует базис в пространстве )1,0(),pG .  

 Аналогичным образом доказывается базисность системы косинусов 

 
+Znntcos в пространстве )1,0(),pG . Теорема доказана. 
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5.4. Базисные свойства системы собственных функций одной разрывной   

спектральной задачи для дифференциального уравнения второго порядка 

в пространстве гранд Лебега   

   

Рассмотрим следующую разрывную спектральную задачу вида  

                         0)()(// =+ xyxy  , )1,0()0,1( −x ,                                     (5.4.1) 

                                  








=+−−

+=−

==−

.0),0()0()0(

),0()0(

,0)1()1(

// mmyyy

yy

yy



                                  (5.4.2)  

Известно ([141], стр. 103) что задача (5.4.1), (5.4.2) имеет следующие две серии 

собственных значений  

2

,1 )( nn  = , ,...2,1=n , 

2

,2,2 nn  = , ,...2,1,0=n , 

где 
n,2   имеет асимптотику )

1
(

2
2,2

n
O

mn
nn ++=


 , соответствующие 

собственные функции, которых имеют вид 

nxxu n sin)(12 =− , ,...2,1=n , 





−

−+
=

]1,0[),1(sin

]0,1[),1(sin
)(

,2

,2

2
xx

xx
xu

n

n

n



, ,...2,1,0=n . 

В работе [141] доказывается, что система векторов ([141], Теорема 1) 

)0);(()(ˆ
1212 xuxu nn −− = , ,...2,1=n , 

)sin);(()(ˆ
,222 nnn mxuxu = , ,...2,1,0=n . 

образует базис в пространстве CLp − )1,1( , + p1 , а при 2=p  этот базис 

является базисом Рисса.  

Обозначим через )1,1(2

) −pGW , + p1 , подпространство пространства 

гранд Соболева )1,1(2

) −pW , состоящее из функций )1,1(2

) − pWf , для которых 

)1,1()

// − pGf . Пусть   

)1,0()0,1())1,0()0,1(( 2

)

2

)

2

) ppp GWGWGW −=− . 

Имеет место следующая 
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 Лемма 5.4.1.  Дельта функционал Дирака )()( xuux = , )1,1(−x  является 

линейным ограниченным в )1,1(2

) −pGW  и неограниченным в )1,1() −pG , + p1 . 

 Доказательство. Фиксируя точку )1,1(−x   для )1,1(−t   получим 

 ++==

x
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x dssutudssutuxuu )()()()()()( // . 

Интегрируя обе части последнего неравенства по переменной t  вдоль отрезка  
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Отсюда для )1,0( − p , используя неравенство Гельдера с показателем −p ,  

получим 
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т. е. функционал x  является линейным ограниченным в )1,1(2

) −pGW .  

Теперь установим неограниченность функционала x  в )1,1() −pG . 

Предположим противное, т. е. пусть x  ограничен в )1,1() −pG . Тогда существует 

число 0M  такое, что  

                                      
)

)(
px uMu  , )1,1() − pGu .                                (5.4.3) 

Легко показать, что )1,1(− pLu  имеет место соотношение  

                                               
p

p

p
upu )1(2

1

)
−

−

.                                               (5.4.4) 

Тогда из (5.4.3) и (5.4.4) получим 

p

p

x uMpu )1(2)(

1

−
−

 , )1,1(− pLu . 
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А это противоречит неограниченности функционала x  в )1,1(−pL . Таким 

образом, функционал x  неограничен в )1,1() −pG . Лемма доказана.  

Рассмотрим в CG p − )1,1()
 оператор A , определенный выражением 

))0()0(;()ˆ( //// +−−−= uuuuA                                          

 с областью определения  

          ))1,0()0,1((:);(ˆ)( 2

) −== pGWuuuAD  .      

Покажем, что A  является замкнутым оператором. Пусть )();(ˆ ADuu nnn =   

произвольная последовательность такая, что  

0ˆˆ
)

→−
CGn

p

uu ,  

 0ˆˆ
)

→−
CGn

p

vuA →n . 

где );(ˆ uu =  и  );(ˆ vv =  соответственно. Тогда  ясно, что последовательность  nu  

сходится в )1,1() −pG  к u , а последовательность //

nu  сходятся в )1,1() −pG  к v− . 

Следовательно, последовательности nu  и //

nu  сходятся, соответственно, к u  и 

v−  в пространстве )1,1(1 −L . Так как nu  и /

nu  абсолютно непрерывны на ]0,1[− , то 

существует 
/u   и функции u  и 

/u  абсолютно непрерывны на ]0,1[− . Более того 

последовательность  //

nu  сходится в )0,1(1 −L  к 
//u . Значит  )()(// xvxu −= , почти 

всюду на ]0,1[− , и поэтому )0,1()

// − pGu , т. е. )0,1(2

) − pGWu . Аналогично 

показывается, что )1,0(2

)pGWu . Из выше полученных следует, что )(ˆ ADu . С 

другой стороны, имеет место равенство  )0()0( // +−−= uu . Таким образом 

vuA ˆ)ˆ( = , т. е. A  замкнут в CG p − )1,1() . Определим оператор L  в CG p − )1,1()  по 

формуле  

                                            ))0()0(;()ˆ( //// +−−−= uuuuL                                          (5.4.5)                                    

с областью определения 

        )0()0(,0)1()1()),1,0()0,1((:))0(;(ˆ)( 2

) +=−==−−== uuuuGWumuuuLD p .      (5.4.6)       

 Покажем, что оператор L  является замкнутым, плотно заданным 

оператором. Для CGuu p −= )1,1();(ˆ
)  положим  
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−= )0()ˆ( muuF , 

)1()()ˆ( 11 −== uuUuU , 

)1()()ˆ( 22 uuUuU == , 

)0()0()()ˆ( 33 +−−== uuuUuU . 

Область )(LD  можно записать в виде  

 3,1,0)(,0)()),1,0()0,1((),(ˆ:ˆ)( 2

)) ===−== iuUuFGWuuCGuLD ipp  . 

В силу Леммы 5.4.1 линейные функционалы F  и iU , 3,2,1=i , ограничены в 

CGWp − )1,1(2

)
, но неограниченны в CG p − )1,1() . Тогда в силу замкнутости 

оператора A  ([54], стр. 27) его сужение L  на )(LD  является замкнутым  и 

плотно заданным в CG p − )1,1() . Таким образом, доказана следующая 

 Теорема 5.4.1. Пусть оператор L  определен по формуле (5.4.5) с 

областью определения )(LD , заданная соотношением (5.4.6). Тогда оператор 

L  является замкнутым, плотно заданным оператором в пространстве 

CG p − )1,1() , + p1 . 

 Как известно ([141], стр. 103) собственные значения оператора L  

совпадают с собственными значениями задачи (5.4.1), (5.4.2), а 

соответствующими собственными векторами являются  

)0);(()(ˆ
1212 xuxu nn −− = , Nn  

)sin);(()(ˆ
,222 nnn mxuxu = , +Zn . 

 Докажем следующую основную теорему о базисности системы  
+Znnû  в 

пространстве CG p − )1,1() .  

 Теорема 5.4.2. Система собственных векторов  
+Znnû  оператора L  

образует базис в пространстве CG p − )1,1() , + p1 . 

 Доказательство.  Для доказательства проверим условия критерия 

базисности систем. Сначала докажем полноту системы  
+Znnû . Возьмем 

произвольный вектор CGu p − )1,1(ˆ
)  и произвольное число 0 . Из Теоремы 
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5.1.2. следует, что пространство CLp − )1,1(  плотно в CG p − )1,1() . 

Следовательно, существует вектор CLv p − )1,1(ˆ  такой, что 

                                                       −
CGp

vu
)

ˆˆ .                                                 (5.4.7)  

Из полноты системы  
+Znnû  в CLp − )1,1(  ([146], Теорема 1), существует вектор 

 ( )
+


ZnnuLw ˆˆ  такой, что  

                                                         −
CLp

wv ˆˆ .                                               (5.4.8)  

Из (5.4.4) и (5.4.8) получим  

                                )1(2ˆˆ)1(2ˆˆ

11

)

−−−−
−



−


pwvpwv p

CL

p

CG pp

.                         (5.4.9) 

Тогда применяя неравенство треугольника с учетом (5.4.7) и (5.4.9), получим  

 Mpwvvuwu p

CGCGCG ppp

=−+−+−−
−


)1(2ˆˆˆˆˆˆ

1
1

)))

. 

т. е. система  
+Znnû   полна в CG p − )1,1() .  

 Установим минимальность системы  
+Znnû  в CG p − )1,1() . Как показано в 

[141] система  
+Znnû  имеет ([141, стр. 112) биортогонально сопряженную в 

CLp − )1,1(  систему векторов  
+Znnv̂ : ))0();(()(ˆ mvxvxv nn = , где функции )(xvn , 

+Zn  являются собственными функциями соответствующей сопряженной 

спектральной задачи  

0)()(// =+ xvxv  , )1,0()0,1( −x ,  

0)1()1( ==− vv ,                                    

)0()0( +=− vv ,  

)0()0()0( // vmvv =+−−                  

и имеют вид                           

nxxv n sin)(12 =− , Nn , 

                                     




−

−+
=

]1,0[),1(sin

]0,1[),1(sin
)(

,22

,22

2
xxc

xxc
xv

nn

nn

n



, +Zn ,                      (5.4.10) 

для нормирующих чисел nc2   которых справедливы соотношения  
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+=

22

1
1

n
Oc n .                                                (5.4.11)       

Кроме того, существует постоянная 0a  не зависящая от p  и +Zn , такая, 

что имеет место 
CLn

p

uavu


 ˆˆ,ˆ . Докажем, что  
+Znnv̂ является 

биортогональной системой к системе  
+Znnû  в CG p − )1,1() , определенная по 

формуле 

)0()()(ˆ,ˆ
1

1

nnn mvdxxvxuvu += 
−

, );(ˆ uu = . 

В самом деле, для любого фиксированного )1,0( − p  имеем 

                                      
CGCLn

pp

uauavu



− )

ˆˆˆ,ˆ 1


.                                     (5.4.12) 

Таким образом, система  
+Znnû минимальна в CG p − )1,1() . 

 Остается показать равномерную ограниченность в CG p − )1,1()
 

последовательности проекторов   

n

n

k

nn uvffS ˆˆ,ˆ)ˆ(
0

=
=

, CGf p − )1,1(ˆ
) . 

Для фиксированного CGf p − )1,1(ˆ
) , );(ˆ ff = , рассмотрим уравнение  

                                                        fuuL ˆˆˆ =− .                                                  (5.4.13) 

Уравнение (5.4.13) можно написать в виде следующей задачи  

                                            








==

=−+−−

+=−

3,2,1,0)(

)0()0()0(

)()()(

//

//

iuU

muuu

xfxuxu

i





.                                   (5.4.14) 

Как известно ([141]), Лемма 4) задача (5.4.14) имеет решение   


−

+−−
−

+
=

x

dxf
m

x
xu

1

)(sin)(
1

)sincos2(

)1(sin
),( 




  


−

−++


+−+

0

1

0

)1(sin)1(sin)(
)(

1
)(sin)(

1






dxfdxf

x

 

 
−

++−+−

x

x

dxfdxf
1

0

)1(sinsin)(
sin

1
sin)1(sin)(

sin

1
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                                       −+


+

1

0

)1(sin)1(sin)(
)(

1



dxf , ]0,1[−x ;               (5.4.15) 

 +−−
−

−
=

x

dxf
m

x
xu

0

)(sin)(
1

)sincos2(

)1(sin
),( 




  

 +−−


+−+

1

0

1

)1(sin)1(sin)(
)(

1
)(sin)(

1






dxfdxf

x

 

  +−+−+

x

x

dxfdxf
0

1

sin)1(sin)(
sin

1
)1(sinsin)(

sin

1






 

                                
−

+−


+

0

1

)1(sin)1(sin)(
)(

1



dxf , ]1,0[x ,                      (5.4.16) 

где )cos2sin(sin)(  −−= m  и 
2 =  принадлежит резольвентному 

множеству оператора L . Следовательно 

 
−

=
)sincos2(

1
),0(




m
u  

                          







−+++ 

−

1

0

0

1

)1(sin)()1(sin)(sin  dfdf .                   (5.4.17) 

Положим  









=−= −
mn

nn



2

1
: ,112 , Nn ,  









=−=
mn

nn



2

1
: ,22 , +Zn ; 









+==  arg0),
2

1
(: nCn , +Zn   

и пусть 12 −n , n2  и nC  их соответствующие образы при отображении 2 = . 

Тогда посредством резольвенты  )(R  оператора L   оператор nS  записывается 

в виде 

)ˆ()ˆ(
0


=

=
n

k

kn fEfS , 

где последовательность проекторов  
+ZnnE   выражается по формулам 


−− 

− ==

1212

ˆ)(
1ˆ)(

2

1ˆ 2

12

nn

dfR
i

dfR
i

fE n 





, Nn ; 
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==

nn

dfR
i

dfR
i

fE n

22

ˆ)(
1ˆ)(

2

1ˆ 2

2 





, +Zn . 

Учитывая )),0();,((),(ˆˆ)( 2  muxuxufR == , получим  




− ====

nnn CCC

n dxu
i

dxfR
i

dxfR
i

xfS 








),(ˆ
1

)(ˆ)(
1

)(ˆ)(
2

1
)(ˆ 2

12  

))0(),((
1

),0(;),(
1

nn

C C

mJxJ
i

dumdxu
i

n n





=













=   , +Zn .                     

Известно, что  




sin

0sin eM ,   sin= ,  0 , 

кроме того, для достаточно большого   вне окружностей некоторого радиуса 

  с центрами в нулях  sincos2)(1 m−=   имеет место неравенство  




sin

11 )( eM . 

Из этих неравенств следует,  что при  0 , с достаточно большим   вне 

окружностей некоторого радиуса   с центрами в нулях )(1   имеет место 

соотношение  

                             





2

1

sin

0

1 )(

)1(sin M

M

eMx
x




+ , ]0,1[−x .                             (5.4.18) 

 Согласно равенству (5.4.15) имеем 

=
















−
+

















+
+


=   

−















 ddfddfdJ

nnn CCC

n
)(

)1(sin
)(

)(

)1(sin
)(

)(

sin
)0(

1

1

01

0

11

 















 ddfddfd

nnn CCC

   















+
−+

















+
+


=

−−
)(

)1(sin
)(

)(

)1(sin
)(

)(

sin

1

0

11

0

11

. 

Отсюда используя (5.4.18) и неравенство Гельдера с показателем −p , 

)1,0( − p , получим 

+
















+
+


  

−










 ddfdJ

nn CC

n
)(

)1(sin
)(

)(

sin
)0(

1

0

11

 


















+
−+  

−





 ddf

nC
)(

)1(sin
)(

1

0

1
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++ 

−




dfdfdM

nC

1

0

0

1

2 )()(
1

 


































+














+

−
−

−

−



−







p
pp

dfdfM

p 1

1

0

0

1

2 )()(

1

 

( ) 
























++

−

−
−

−− )1,1(

1

2)1,1(2
)2

22
pp G

p

L
fMfM






 

                                               ( )
)1,1(3

) −
+

pG
fM  .                                             (5.4.19) 

Положим )()(
7

1

, xJxJ
i

inn 
=

= . Имеем 










 


 CdeCd
e

CxJ
xn

C

x

n

n

= 
+

0

sin)
2

1
(

sin

1, )( . 

Далее, так как подынтегральные функции в )(2, xJ n
 и )(3, xJ n

 являются 

аналитичными  по  , имеет место 0)()( 3,2, == xJxJ nn
. Из результатов ([141], стр. 

111) следует, что согласно (5.4.19), существует не зависящая от f  и p  

постоянная 04 M  такая, что для достаточно больших n  имеет место  

                          ( ) )(
)(

)( 4

0

1

44, xgHMd
x

f
MxJ n −=

−−
 

−





,  ]0,1[−x ,                   (5.4.20)                  

где  )()( xfxg −= . Аналогичные оценки верны и для )(, xJ in
, 7,6,5=i . Так как 

преобразование Гильберта H  является ограниченным в пространстве )1,0()pL  

(см. [183], стр. 749), существует положительная постоянная 05 M  такая, что  

                                   ( )
)0,1(5)1,0(5)1,0( ))) −

=
ppp GGG

fMgMgH .                            (5.4.21) 

Таким образом, из (5.4.20) и (5.4.21) получаем 

                             
)0,1(6)1,0(4)0,1( )))

)(
−−


ppp GGGn fMgHMJ ,                               (5.4.22)  

где 546 MMM = . Производя аналогичные рассуждения над равенством (3.12), 

можно показать, что существует не зависящая от f  и p  постоянная 07 M  

такая, что  
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)1,0(7)1,0( )) pp GGn fMJ  .                                           (5.4.23) 

Тогда, учитывая (5.4.22) и (5.4.23), получим 

+
−− )1,0()0,1()1,1( ))) ppp GnGnGn JJJ  

                                
)1,1(8)1,0(7)0,1(6

))) −−
+

ppp GGG
fMfMfM ,                            (5.4.24) 

где 768 MMM += .               

Теперь оценим норму 
CG

n
p

fS


−
)

)ˆ(12 . Используя соотношения (5.4.19) и 

(5.4.24), получим 

( )+=
−−

− )0(
1

)ˆ(
)1,1()1,1(

12
)

)

nGn
CG

n mJJfS
p

p 
 

                        ( )( )
CGGG

p
pp

fMfMmfM
−−

++
)

))

ˆ1
)1,1(3)1,1(8 


.            (5.4.25) 

Остается оценить 
CG

n
p

fS
)

)ˆ(2 . Запишем fS n
ˆ

2  в виде 

nnnn uvffSfS 22122
ˆˆ,ˆˆˆ += − . 

Ясно, что +=
− CGn

n
p

ua
)1,1(0

)

ˆsup . Следовательно, используя (5.4.12) и (5.4.25) в 

силу неравенства треугольника получим    

+
−−

−
− CGnn

CG
n

CG
n

p
pp

uvffSfS
)1,1(2

)1,1(
12

)1,1(
2

)
))

ˆ,ˆ)ˆ()ˆ(  

                                     
CGCG pp

fKfaaM
−−

=+
)1,1()1,1(

10
))

ˆˆ)( .                         (5.4.26) 

Из (5.4.25) и (5.4.26) следует, что последовательность  
+ZnnS равномерно 

ограничена. Таким образом, система  
+Znnû  образует базис в CG p − )1,1() . 

Теорема доказана.   

 Из доказанной теоремы следует, что система  
+Znnu  собственных векторов 

задачи (5.4.1), (5.4.2) полна в пространстве )1,1() −pG , + p1 . Действительно, в 

противном случае существует отличный от нуля линейный непрерывный в 

)1,1() −pG  функционал v  такой, что 0, = vun , + Zn . Обозначим через v̂   

функционал в CG p − )1,1()  заданный по формуле  = vuvu ,ˆ,ˆ . Ясно, что v̂  
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является ненулевым линейным непрерывным функционалом в CG p − )1,1()  и  

0ˆ,ˆ = vun , + Zn . Это противоречит полноте системы  
+Znnû  в CG p − )1,1() .  

В следующей теореме изучается базисность системы  
+Znnu  в )1,1() −pG .  

 Теорема 5.4.3.  Для любого +Zk0  система  
02, knZnnu

 +
 образует базис в 

)1,1() −pG , + p1 . 

 Доказательство. Возьмем произвольный )1,1() − pGf . Из (5.4.17) 

следует, что для системы  
+Znnv  биортогональной к  

+Znnu  имеет место  

0sin)0( ,222 = nnn cv  , +Zn . 

Разложив вектор  

);(ˆ ff = ,  
)0(

,

0

0

2

2

k

k

vm

vf 
−= , 

по базису  
+Znnû  получим   

=+== 
+

=

+

=

nn

n

nn

n

n uvmvfuvff ˆ))0(,(ˆˆ,ˆˆ
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nn
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nnn
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)0(
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knn

n uv
v

v
vf ˆ

)0(

)0(
,(

0

00

2

22,0

−= 
+

=

.                                         

Отсюда следует 

                             
n

knn

nnk

k

n

knn

n uvfuv
v

v
vff =−= 

+

=

+

= 0

0

00 2,0

*

2

22,0

,
)0(

)0(
, ,                     (5.4.27)          

где 
0

0

2

2

*

)0(

)0(
k

k

n
nn v

v

v
vv −= , 02kn  . С другой стороны, системы   

02,

*

knZnnv
 +

 и 

 
02, knZnnu

 +
 биортогональны. На самом деле,  

nknkkk

k

n
nknk vuvu

v

v
vuvu ==−= ,,

)0(

)0(
,,

0

0

2

2

* ,  02\, kZkn + . 

Значит, )1,1() − pGf  имеет однозначное разложение (5.4.27) по системе 

 
02, knZnnu

 +
. Следовательно, система  

02, knZnnu
 +

 образует базис в )1,1() −pG . 

Теорема доказана.  
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5.5. Базисность собственных функции разрывного 

дифференциального оператора одной спектральной задачи в весовых 

пространствах гранд Лебега 

 

Рассмотрим спектральную задачу вида  

                       0)()(// =+ xyxy  , )1,
3

1
()

3

1
,0( x ,                                        (5.5.1)                               

                                   















=+−−

+=−

==

),
3

1
()0

3

1
()0

3

1
(

),0
3

1
()0

3

1
(

,0)1()0(

// myyy

yy

yy



,                                  (5.5.2)  

где   - спектральный параметр, m  - ненулевое комплексное число.  

Известно ([139], стр. 2) что  задача (5.5.1), (5.5.2) имеет две серии 

собственных значений 2

,1,1 )( nn  = , Nn ,  и 2

,2,2 )( nn  = ,  0Nn , где  

nn  3,1 = , )
1

(
)1(2

2

3
2,2

n
O

mn

n n

n +
−+

+=



 , 

соответствующие собственные функции выражаются в виде  

nxxy n 3sin)(,1 = , ]1,0[x , Nn  , 

                       










−

++−

=

]1,
3

1
[),1(sin

]
3

1
,0[),

3

1
(sin)

3

1
(sin

)(

,2

,2,2

,2

xx

xxx

xy

n

nn

n





,  0Nn .         (5.5.3) 

Пусть   

)1,
3

1
()

3

1
,0())1,

3

1
()

3

1
,0(( 2

)

2

)

2

) ppp GWGWGW = . 

Рассмотрим в пространстве CG p )1,0()
 оператор L   по формуле  

                                   ))0
3

1
()0

3

1
(;()ˆ( //// +−−−= yyyyL ,                                        (5.5.4)                                    

область определения )() LD p
 которого состоит из 

CGWmyyy p 







= ))1,

3

1
()

3

1
,0(()

3

1
(;ˆ 2

)  
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удовлетворяющее условиям  

0)1()0( == yy , )0
3

1
()0

3

1
( +=− yy . 

 Из результатов ([139], стр. 3) следует, что оператор L , определенный по 

равенству (5.5.4) с областью определения )(LDp
 состоящее из 








= )

3

1
(;ˆ myyy  

таких, что  

))1,
3

1
()

3

1
,0((2  pWy , 

 0)1()0( == yy , )0
3

1
()0

3

1
( +=− yy , 

является замкнутым плотно заданным оператором в пространстве CLp )1,0( , с 

компактной резольвентой. Более, того собственные значения оператора L  и 

задачи (5.5.1), (5.5.2) совпадают, а  система  
Nnny


ˆ  собственных функций 

оператора L  выражается системой собственных функций  
+Znny  задачи  (5.5.1), 

(5.5.2) в виде  

                                                  







= )

3

1
(;ˆ

nnn myyy .                                               (5.5.5)                

Эти факты имеют место и для оператора L , с областью определения )() LD p
 в 

пространстве  CG p )1,0()
. Имеет место следующая  

Теорема 5.5.1. Пусть в CG p )1,0()
, + p1 , оператор L  определен по 

формуле (5.5.4) с областью определения )() LD p
. Тогда оператор L  является 

замкнутым плотно заданным оператором в пространстве CG p − )1,1()
, с 

компактной резольвентой. Собственные значения оператора L  и задачи 

(5.5.1), (5.5.2) совпадают, а соответствующими собственными векторами 

являются 

                                     ))
3

1
();(()(ˆ

,1,1,1 nnn myxyxy = , Nn  

                                    ))
3

1
();(()(ˆ

2,22,2,2 nnn myxyxy = , + Zn ,                                    (5.5.6) 



189 

 

))
3

1
();(()(ˆ

12,212,2,3 −−= nnn myxyxy , Nn , 

где системы  
Nnny

,1
 и  

+Znny ,2  выражаются по формулам (5.5.3). 

 Доказательство. Очевидно, что имеет место непрерывное вложение 

)()()( ) LDLDLD ppp − , )1,0( − p . 

Возьмем произвольные CGy p  )1,0(ˆ
)

 и положительное число 0 . В силу 

плотности CLp )1,0(  в CG p )1,0()
 существует CLu p  )1,0(ˆ  такое, что  

                                                     −
CLp

uy
)1,0()

ˆˆ .                                              (5.5.7) 

Так как )(LD p
 плотно в CLp )1,0( , то существует )(ˆ LDv p  такое, что  

−
CLp

vu
)1,0(

ˆˆ .                                              

Из (5.5.4) следует, что существует число 0c  такое, что  

                                        cvucvu
CLCL pp

−−
 )1,0()1,0(

ˆˆˆˆ
)

.                                  (5.5.8) 

Следовательно, из (5.5.7) и (5.5.8) получаем 

 )1(ˆˆˆˆˆˆ
)1,0()1,0()1,0( )))

ccvuuyvy
CLCLCL ppp

+=+−+−−


.
 

Отсюда, учитывая )()( ) LDLD pp  , следует, что )(ˆ
) LDy p .  

 Установим замкнутость оператора L  в CG p )1,0()
. Пусть 

последовательности )(ˆ
) LDx pn   и nn zxL ˆ)ˆ( =  сходится в CG p )1,0()

 к 

CGx p  )1,0(ˆ
)

 и CGz p  )1,0(ˆ
)

 соответственно. Пусть )1,0( − p  - 

фиксированное число. Тогда из  )(ˆ LDx pn −  и непрерывности )()() LDLD pp −  

получаем, что nx̂  сходится к x̂  в CLp − )1,0(
. В силу замкнутости оператора L  

в CLp − )1,0(
 получаем, что )(ˆ LDx p −  и zxL ˆ)ˆ( = . Из  CGz p  )1,0(ˆ

)
 и zxL ˆ)ˆ( =  

следует, что )1,0()

//

pGx  , и поэтому )(ˆ
) LDx p , т.е. L  является замкнутым  в 

CG p )1,0()
. Остальная часть доказательства очевидна. Теорема доказана.   

 Как известно ([139], стр.7), система собственных векторов оператора L  с 

областью определения )(LD p
 образует базис в пространстве CLp )1,0(  и ее 

биортогонально сопряженная система имеет вид  
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                                                        ))
3

1
(;(ˆ

nnn zmzz = ,                                            (5.5.9) 

где  
+Znnz  - система собственных функций соответствующей сопряженной 

спектральной задачи  

0)()(// =+ xzxz  , )1,
3

1
()

3

1
,0( x ,                                 

)
3

1
()0

3

1
()0

3

1
(

),0
3

1
()0

3

1
(

,0)1()0(

// zmzz

zz

zz

=+−−

+=−

==

                                          

Система  
+Znnz  определяется по формулам  

                     nxxz n 3sin2)(,1 = , ]1,0[x  , Nn ,                             (5.5.10) 

            





















+−









+








++−

=

]1,
3

1
[,

1
)1(

2

3
sin

]
3

1
,0[,

1
)

3

1
(

2

3
sin)

3

1
(

2

3
sin

)(

,2

,2

,2

x
n

Ox
n

c

x
n

Ox
n

x
n

c

xz

n

n

n




, + Zn ,        (5.5.11) 

где 
nc ,2
 являются нормализирующими числами, для которых справедливы 

асимптотические соотношения  









+

−+
=

n
Oc

n

n

1

3

)1(2
,2 , + Zn . 

 Докажем, что аналогичный факт имеет место для оператора  L  с 

областью определения )() LD p
 в пространстве CG p )1,0(),

.  

 Теорема 5.5.2. Пусть весовая функция   принадлежит классу )1,0(pA . 

Тогда система  
+Znnŷ собственных векторов оператора L  образует базис в 

пространстве CG p )1,0(),
, + p1 . 

 Доказательство.  Из Теоремы 5.5.1 следует, что система   
+Znnŷ  

собственных векторов оператора L  определяется по формулам (5.5.6). Не 

сложно показать, что система  
+Znnẑ  является также биортогональной системой 

для  
+Znnŷ  в CG p )1,0()

.  Рассмотрим следующую систему функций  
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nxxu n 3sin)(,1 = , ]1,0[x , Nn , 

                                  












−

=

]1,
3

1
[,3sin

]
3

1
,0[,3sin)1(2

)(,2

xnx

xnx

xu

n

n





, Nn ,                          (5.5.12) 










−−



=

]1,
3

1
[,)

2

1
(3cos

]
3

1
,0[,0

)(,3

xxn

x

xu n



, Nn . 

Сравнивая формулы (5.5.3) и (5.5.12) получим  

              







+=

n
Oxuxy nn

1
)()( ,1,1 ,  Nn , 

                                                  







+=

n
Oxuxy nn

1
)()( ,22,2 ,  Nn ,                         (5.5.13) 

                 







+=−

n
Oxuxy nn

1
)()( ,312,2 ,  Nn ,                          

Положим  














=

]1,
3

1
[,0

]
3

1
,0[,3sin

)(,1

x

xnx

xe n



,  














=

]1,
3

1
[,3sin

]
3

1
,0[,0

)(,2

xnx

x

xe n
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−−



=

]1,
3

1
[,)

2

1
(3cos

]
3

1
,0[,0

)(,3

xxn

x

xe n



. 

Из Теоремы 5.2.4 непосредственно следует, что система   Nnnx 3sin  образует 

базис в )
3

1
,0(),pG . Проводя  замену переменной в виде 

2

13 −
=

x
t  базисность 

системы 
Nn

xnnx









−− )
2

1
(3cos;3sin   в )1,

3

1
(),pG  сводится к базисности системы  
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  Nnnt sin  в )1,0(),pG . Следовательно, система  
Nninie

− ,3,1,
 образует базис в 

)1,0(),pG . Так как из (5.5.12)   

                                     )()( ,

3

1

)(

, xeaxu nj

j

n

ijni 
=

= , 3,2,1=i , Nn                                (5.5.14) 

и для матрицы  

















−=

1

0

0

0

1

1

0

)1(2

1
n

nA  

коэффициентов 0)1(21det −−= n

nA . Следовательно ([139], стр. 3), система  

 
Nniniu

− ,3,1,
 также образует базис в )1,0(),pG . Тогда очевидно, что система  

   
Nniniuu

−


,3,1,0
ˆˆ   образует базис в  CG p )1,0(),

, где 

)1;0()(ˆ
0 =xu , )0);(()(ˆ

,, xuxu nini = , 3,1=i , Nn . 

 Далее, возьмем произвольную вектор CLff p = )1,0(),(ˆ
), . В силу 

Леммы 5.3.1 существует ),1( +r  и )1,0(),pL   непрерывно вложено в  )1,0(rL . 

Тогда из )1,0(rLf   согласно неравенству Хаусдорфа-Юнга и непрерывности 

вложения )1,0()1,0(), rp LL 
 имеем  

                                             
)1,0(

1

3

1 1

,
),

,
pL

r

i n

r

ni fMef 











=

+

=



 ,                           (5.5.15) 

где 0M  - некоторое число, 1
11
=


+

rr
. Из результатов работы ([139]) следует, 

что система    
Nniniyy

−


,3,1,0
ˆˆ  минимальна в CLp )1,0(  и ее биортогональная 

система    
Nninivv

−


,3,1,0
ˆˆ  имеет вид  

)1;0()(ˆ
0 =xv , )0);(()(ˆ

,, xvxv nini = , 3,2,1=i , Nn ,  

где 
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Учитывая вложение  )1,0()1,0()1,0( ) − ppp LLL , 10 − p , получаем, что 

система    
Nninivv

−


,3,1,0
ˆˆ  является системой линейных непрерывных 

функционалов в CLp )1,0()
, т. е. система     

Nniniyy
−


,3,1,0

ˆˆ  минимальна в 

CLp )1,0()
.  Несложно показать, что система  

Nniniv
− ,3,1,

 преобразуется через 

систему  
Nninie

− ,3,1,
 в виде  

)()( ,

3

1

)(

, xebxv nj

j

n

ijni 
=

= , 3,2,1=i , Nn  , 

где матрица преобразования *1)(

, )()( −== n

n

jin AbB . Тогда  
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r
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ni efbvf .    

Отсюда учитывая (5.5.15) получим  
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Таким образом учитывая (5.5.16) и  = 0,vf   получим 
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Из этого неравенства следует, что система    
Nniniuu

−


,3,1,0
ˆˆ   является r  -базисом 

в  CG p )1,0(),
.  Положим  

)1;0()1);(()(ˆ
00 == xyxy , 

))
3

1
();(()(ˆ

,1,1,1 nnn myxyxy = , 

))
3

1
();(()(ˆ

2,22,22,2 nnn myxyxy = . 

Из (5.5.13) следует, что для 1:  rr  выполняется условие 

+−
=



=


3

1 1
)1,0(,,

),

ˆˆ
i n

r

CLnini
p

uy


, 

и значит системы    
Nniniyy

−


,3,1,0
ˆˆ   и    

Nniniuu
−


,3,1,0

ˆˆ  являются r -близкими. 

Таким образом в силу того, что    
Nniniuu

−


,3,1,0
ˆˆ  является r  -базисом в  

CG p )1,0(),
, а система     

Nniniyy
−


,3,1,0

ˆˆ  r -близка  к    
Nniniuu

−


,3,1,0
ˆˆ , то из 

минимальности системы    
Nniniyy

−


,3,1,0
ˆˆ  она образует базис в CG p )1,0(),

 

изоморфный к    
Nniniuu

−


,3,1,0
ˆˆ . Теорема доказана.  

 В следующей теореме изучаются базисные свойства в пространствах 

)1,0(),pG ,  + p1 , системы собственных векторов    
Nniniyy

−


,2,1,0
 задачи 

(5.5.1), (5.5.2). 

 Теорема 5.5.3. Пусть весовая функция   принадлежит классу )1,0(pA , 

+ p1 . Справедливы следующие утверждения: 

1) если из системы    
Nniniyy

=


,2,1,0  исключить произвольную функцию 

)(
0,2

xy
n , соответствующее простому собственному значению, то полученная 

система образует базис в пространстве )1,0(),pG ; 

2)  если из системы    
Nniniyy

=


,2,1,0  исключить произвольную функцию 

)(
0,1

xy
n , то полученная система не является базисом в  )1,0(),pG . При этом эта 

система не полна и не минимальна в )1,0(),pG . 

 Доказательство.  По Теореме 5.5.2 система    
Nniniyy

=


,2,1,0
ˆˆ , 
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)1;0()(ˆ
0 =xy , 

))
3

1
();(()(ˆ

,,, ninini myxyxy = , 2,1=n , 

образует базис в CG p )1,0(),
 и имеет биортогональную систему 

   
Nnini

zz
−


,3,1,0

ˆˆ , заданная по формулам (5.5.10) и (5.5.11). Пусть )(
0,2

xy
n  

произвольная собственная функция задачи (5.5.1), (5.5.2), соответствующая 

простому собственному значению. Так как для системы    
Nnini

yy
−


,2,1,0

 без 

)(
0,2 xy n

 имеет место 0)
3

1
(

0,2 = nzm , то в силу Теоремы 2.3 ([139], стр. 5) она 

образует базис в )1,0(),pG , т. е. имеет место предположение 1).  

Далее, возьмем произвольную функцию )(
0,1

xy
n  и рассмотрим вопрос 

базисности системы    
Nnini

yy
−


,2,1,0

 с выброшенной функцией )(
0,1

xy
n . Для 

этой системы имеем 0)
3

1
(

0,1
==

n
zm . Тогда, по Теореме 2.3 ([139], стр. 5) 

полученная система не полна и не минимальна в )1,0(),pG . Теорема доказана.  

 

5.6. Аналоги теорем Коровкина и их статистические варианты в 

пространствах гранд Лебега 

 

Следующая теорема является аналогом теорем Коровкина ([81]) в 

пространствах )1,0()pG . 

Теорема 5.6.1. Пусть  
NnnL


  - последовательность положительных 

линейных ограниченных операторов в )1,0()pG , + p1 , такая, что  

0lim =−
→

ggLn
n

,  2,,1 ttg   . 

Тогда соотношение  

0lim
)
=−

→ pn
n

ffL , )1,0()pGf   , 

имеет место в том и только в том случае, когда += cLn
n

sup . 
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Доказательство. Необходимость теоремы следует из теоремы Банаха-

Штейнгауза. Докажем достаточность теоремы. Пусть 0  произвольное число. 

Возьмем произвольную функцию )1,0()pGf  . Из Леммы 5.1.2 следует, что 

существует  ])1,0([Cg   такая, что  

                                                       −
)p

gf .                                          (5.6.1) 

В силу Теоремы Коровкина ([81], стр. 98) существует n , что для nn  : 

−


ggLn
.  Тогда, используя  


− fpf

p
)1(

)
, ])1,0([Cf  , 

получаем  

)))) ppnpnnpn gfggLgLfLffL −+−+−− .  

Отсюда, учитывая (5.6.1) для nn  получим 

)()1(
)))

pcgfggLpgfcffL
pnppn +−+−−+−−


. 

Таким образом, 0lim
)
=−

→ pn
n

ffL . Теорема доказана.  

Следствие 5.6.1. Пусть  
NnnL


  - последовательность положительных 

линейных ограниченных операторов в )1,0()pG , + p1 , такая, что 

+= cLn
n

sup . Если   в ])1,0([C  

ggLst n
n

=−
→

lim ,  2,,1 ttg   

то в )1,0()pG  

ffLst n
n

=−
→

lim , )1,0()pGf  .  

 Доказательство. Из ggLst n
n

=−
→

lim ,  2,,1 ttg  , следует ([98], стр. 41), что 

  Kn
Nkk 


 ( )......21  knnn :  

0lim =−
→

ggL
kn

k
,  2,,1 ttg  .  

Тогда, в силу Теоремы 5.6.1, имеем 

0lim
)
=−

→ p
n

k
ffL

k
, )1,0()pGf  . 
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Отсюда как известно  ([98], стр. 40), получаем, что для )1,0()pGf   

последовательность  
Nnn fL


 статистически сходится к f  в )1,0()pG . Следствие 

доказано.  

 Применим доказанную теорему для последовательности операторов, 

порожденных полиномами Канторовича  

             
knk

n

k

n

k

n

k

n xx
k

n
dttfnxfK −

=

+

+

+

−
























+=  )1()()1())((
0

1

1

1

, 10  x ,  )1,0(pLf   .      (5.6.2) 

Теорема 5.6.2. Пусть  
NnnK


  - последовательность положительных 

линейных операторов, определенных по формуле (5.6.2). Тогда имеет место 

равенство  

0lim
)
=−

→ pn
n

ffK , )1,0()pGf  , + p1 . 

 Доказательство. Известно ([81], стр. 102), что nK  положительный 

линейный оператор, ограниченно действующий в )1,0(pL  и 1nK , Nn . Для 

)1,0()pGf   имеем  

)

1

10

1

1

0
10

)
sup))((sup

ppn

p

p

p
p

n
p

pn ffKdttfKfK =













=

−

−

−

−
−

−
 










 ,  

т. е.  
NnnK


 равномерно ограничена в )1,0()pG . Так как  

0lim =−
→

ggK n
n

,  2,,1 ttg  ,  

то из Теоремы 5.6.1 следует, что 

0lim
)
=−

→ pn
n

ffK , )1,0()pGf  . 

Теорема доказана.  

Следствие 5.6.2. Пусть  
NnnK


  - последовательность положительных 

линейных операторов, определенных по формуле (5.6.2). Тогда в )1,0()pG  

ffKst n
n

=−
→

lim , )1,0()pGf  .  

 Аналогично доказывается следующий аналог второй теоремы Коровкина 

в пространстве )1,0()pG .  
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 Теорема 5.6.3. Пусть  
NnnL


  - последовательность положительных 

линейных ограниченных операторов в ),() −pG , + p1 , такая, что     

0lim =−
→

ggLn
n

,  cossin,,1g  .  

Тогда соотношение  

0lim
)
=−

→ pn
n

ffL , ),() − pGf , 

имеет место в том и только в том случае, когда += cLn
n

sup . 

Следствие 5.6.3. Пусть  
NnnL


  - последовательность положительных 

линейных ограниченных операторов в ),() −pG , такая, что )()(: 22 RCRCLn  →  

и += cLn
n

sup . Если   в )(2 RC   

ggLst n
n

=−
→

lim ,  cossin,,1g  , 

то в ),() −pG  

ffLst n
n

=−
→

lim , ),() − pGf .   

Последовательность    )(1

2 RL
Nnn  


 называется положительным 

периодическим ядром, если почти всюду 0n , Nn ,  и                                                        

                                                  
−

→
=








1)(
2

1
lim dttn
n

.                                              (5.6.3) 

Каждое положительное периодическое ядро    )(1

2 RL
Nnn  


 порождает 

последовательность линейных операторов  
NnnL


 в )(1

2 RL   по формуле  

               
−−

−=−==















 dttxtfdtttxfxfxfL nnnn )()(
2

1
)()(

2

1
))(())(( .              (5.6.4) 

Из неравенства Гельдера следует, что если )(2 RLf p

 , + p1 , то 

)()( 2 RLfL p

n  . Более того имеют места неравенства 

                       
pnpn ffL

1
)(  , )(2 RCf  ,   + p1 .                                 (5.6.5) 

Положительное периодическое ядро   
Nnn 

  называется тождественно 

аппроксимативным, если ),0(    имеет место 0)()(lim =







+ 

−

−
→









 dttdtt nn
n

. 
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Теорема 5.6.4. Пусть    )(1

2 RL
Nnn  


 - положительное периодическое 

ядро и  
NnnL


 - последовательность операторов, определенных по формуле 

(5.6.4), а последовательность чисел  
Nnn 

  задана по формуле  


−

=








 dt
t

tnn
2

sin)(
2

1 2 . 

Тогда следующие свойства эквивалентны: 

)i  Для любого + p1  и  имеет место  

0lim
)
=−

→ pn
n

ffL , ),() − pGf  ,                         

  0lim =−
→

ffLn
n

, )(2 RCf  ;                               (5.6.6)               

 )ii 0lim =
→

n
n

 ; 

 )iii   
Nnn 

  - тождественно аппроксимативно.  

Доказательство. Очевидно, что для доказательства теоремы достаточно 

показать справедливость эквивалентности )) iii  . Пусть выполнено условие )i . 

Так как положительное ядро  
Nnn 

  ограничено, то согласно (5.6.5) существует 

число 0c  такое, что cLn  , Nn . Поэтому в силу плотности )(2 RC   в )(2 RLp

  

и равенства (5.6.6) получаем, что  0lim =−
→ pn

n
ffL , )(2 RLf p

 . Следовательно, по 

Теореме 4.4 ([81], стр. 108) имеет место )ii . 

 Обратно, пусть выполнено условие )ii . По Теореме 4.4 ([81], стр. 108) 

имеют место равенства  

0lim =−
→ pn

n
ffL ,  )(2 RLf p

 , 

0lim =−
→

ffLn
n

, )(2 RCf  . 

Учитывая (5.6.5), для ),() − pGf получим 

)1

1

10
1

1

10
) 2

sup)(
2

sup)(
pnp

p

p
npn

p

p
pn fffLfL 




















=
















=

−

−

−
−

−

−

. 

Возьмем ),() − pGf  и 0 . В силу плотности )(2 RC   в ),() −pG  существует 

)(2 RCg   такой, что  
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               −
)p

gf .                                                    (5.6.7) 

Из условия теоремы следует, что существует 
n   такой, что для nn  : 

−


ggLn
.                                                  (5.6.8) 

Ясно, что += cn
n

1
sup  . Тогда учитывая (5.6.7) и (5.6.8), получим 

−+−+−−
)))) ppnpnnpn gfggLgLfLffL  

 )()1()1( pcpc +=−++  , 

т. е. верно (5.6.6). Таким образом, имеет место условие )i . Теорема доказана.  
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ГЛАВА VI.    

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ РИМАНА В КЛАССАХ ГРАНД ХАРДИ. 

ПРИЛОЖЕНИЯ К ВОПРОСАМ БАЗИСОВ В ПРОСТРАНСТВАХ ГРАНД 

ЛЕБЕГА   

 

 Изучение многих задач теории уравнений в частных производных, 

математической физики и механики методом Фурье сводится к изучению 

базисных свойств системы собственных и присоединенных элементов 

соответствующих дифференциальных операторов в различных 

функциональных пространствах. В большинстве случаях в главных частях 

асимптотических их формул находятся собственные и присоединенные 

элементы модельных дифференциальных операторов. Зная свойства этих 

систем с помощью теорем об устойчивости базисных свойств в банаховых 

пространствах, можно изучить базисные свойства системы собственных и 

присоединенных элементов рассматриваемых операторов. Поэтому изучение 

базисных свойств возмущенных систем экспонент в различных пространствах 

представляет особый научный интерес. Отметим, что критерий базисности 

системы  tsignnnie )( +  в случае R  изучался в работе А.М.Седлетцкого [67],  а 

для тригонометрических систем синусов и косинусов, связанных с этой 

системой в работе Е.И.Моисеева [58, 59]. Случай C  был рассмотрен в 

работах Г.Г.Девдариани [24]. Базисные свойства классической системы 

экспонент с вырождающимися коэффициентами изучались в работах 

К.И.Бабенко [4], В.Ф.Гапошкина [19], А.Н.Барменкова [6], А.Н.Барменкова, 

Ю.А.Казьмина [7], Ю.И.Любарского [52], Ю.И.Любарского, В.А.Ткаченко [53], 

Б.Т.Билалова [9-13] и др. Во многих из этих работ вопрос полноты и 

минимальности систем сводится к разрешимости в классах Харди различных 

краевых задач Римана на границе соответствующей области. Этот метод был 

успешно применен С.М.Пономаревым [65] и Е.И.Моисеевым [58, 59] при 

установлении базисных свойств тригонометрических систем с линейной фазой 

в лебеговых пространствах функций. Дальнейшее развитие этого метода при 
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изучении базисных свойств специальных систем функций принадлежит 

Б.Т.Билалову [9-13]. Отметим, что краевые задачи в пространствах Лебега с 

переменным показателем суммируемости изучены в работе B.T.Bilalov, 

Z.G.Guseynov [89], а в пространствах Морри в работе Б.Т.Билалова [12].  Задача 

Римана в подпространствах гранд Лебега функций представимых по формуле 

Коши была изучена в работе V.M.Kokilashvili, A.Meskhi, V.Paatashvili [182]. 

Установление базисности возмущенной системы экспонент в пространствах 

гранд Лебега методом краевых задач для аналитических функций требует 

определения классов гранд Харди и изучения в этих классах задач Римана.  В 

этой главе определяются классы гранд Харди и для функций этих классов 

доказываются аналоги классических теорем. Найдены общие решения задач 

Римана в классах гранд Харди и устанавливается базисность возмущенной 

системы экспонент в подпространствах гранд Лебега, порождённых оператором 

сдвига.    

 

6.1. Классы гранд Харди и некоторые их свойства 

 

 Пусть   ],[ −kt , jk tt  , jk  , mk ,1= , и рассмотрим следующую 

весовую функцию 

k

k

m

k

ttt


 −=
=1

)( , Rk  . 

Найдем условие, гарантирующее включение ),()( )  − pLt .  

Справедлива следующая  

Лемма 6.1.1. Включение ),()( )  − pLt  верно в том и только в том 

случае, когда выполнены условия )+− ,
1

[
p

k , mk ,1= . 

Доказательство. Очевидно, что лемму достаточно доказать для случая 

функции 
 0)( ttt −= , ],[0 −t , R . Для простоты доказательства положим 

00 =t , т. е. 
 tt =)( . Сперва рассмотрим случай, когда 

p

1
− . Тогда 
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)1,0(0 − p : 
0

1




−
−

p
. Поэтому ),()(

0
  − −pLt . Получили противоречие к 

предположению ),()( )  − pLt .  

Наоборот, пусть 
p

1
− . Тогда )1,0( − p  имеем 




−
−

p

1
. 

Следовательно  

+








+−
=














=

−

−

−
−

−











 









p

p

p
p

p
p p

dtt

1

10

1

0

)(

10
) 1)(

supsup . 

т. е. ),()( )  − pLt . Лемма доказана. 

В случае ассоциированного пространства справедлива    

Лемма 6.1.2.  Включение ( )− ),()( )  pLt  имеет место в том и только в 

том случае, когда выполнены условия )+− ,
1

(
q

k , mk ,1= , где 1
11
=+

qp
. 

Доказательство. Ясно, что доказательство теоремы достаточно провести 

для функции 
ttg =)( .  Пусть ( )− ),() 



pLt . Рассмотрим случай, когда 
q

1
− . 

Возьмем функцию −−
=

1
)( ttf . По Лемме 6.1.1 имеем ),()( ) − pLtf . Так как  

1
)()(

−
= ttgtf , то ),(1 − Lfg . Это противоречит тому, что ( )− ),() 



pLt .  

Наоборот, пусть 
q

1
− , что равносильно неравенству 

p

1
1+− . Тогда 

)1,0(0 − p : 
0

1
1




−
+−

p
. Для )pSf   имеем  





























=

−

−

−
−

−

−

−


)(

1

)(

1

0
0

0
0

1

)()()()(














p
p

p
p

L
dttgdttfdttgtffg  
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−

−
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11
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 p
p

p
ppp

dttgdttf  

)0(
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)(
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2 −
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L
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tadttgf . 
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Таким образом +=


 1
)

sup
) L

Sf
p

fgg
p

, т. е. ( )− ),() 


pLt . Лемма доказана.  

 Следствие 6.1.1. Пусть  =− rssss .....210  - произвольные точки,   

k

k
r

k

st
t




2

sin)(
0

−
=

=

, Rk  . 

Включение ( )− ),()( )  pLt  имеет место в том и только в том случае, когда 

выполнены условия )+− ,
1

(
q

k , rk ,0= , 1
11
=+

qp
. 

 Доказательство.  Имеем  

k

k

k

k st
st 



−
−

~
2

sin , rk ,1= ,  ],[ −t . 

Ясно, что включение  ( )−
−


=

),(
2

sin )

1





p

k
r

k

L
st

k

 равносильно включению  

( )−−
=

),()

1




pk

r

k

Lst
k . А это в свою очередь по Лемме 6.1.2 выполняется в том 

и только в том случае, когда  )+− ,
1

(
q

k , rk ,1= . Рассмотрим включение 

( )−
+

),(
2

sin )

0






pL
t

. Очевидно, что  

00

0

~
2

sin







−+
+

tt
t

, ],[ −t . 

В результате включение  ( )−
+

),(
2

sin )

0






pL
t

 верно в том и только в том 

случае, когда  )+− ,
1

(0
q

 . Следствие доказано. 

Пусть  1: == zCz  - единичная окружность, +

pH , 0p , - класс Харди 

аналитических в  int=  функций f ,  удовлетворяющих условию  

                                          +


2

0
10

)(sup dtref
p

it

r

.                                         (6.1.1) 

Всякая функция + pHf  имеет почти всюду на   определенные предельные 

значения по некасательным путям. Эту предельную функцию обозначим через 
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+f . Из леммы Фату следует, что )2,0( pLf + . Известно, что для всякой 

функции + 1Hf  имеет место формула Пуассона  

                                                  −= +

2

0

),()()( dstsrPefref isit ,                                (6.1.2) 

где ),( trP  - ядро Пуассона. Сначала рассмотрим вопрос представления 

гармонической в   функции формулой Пуассона при )2,0() pLf  . Обозначим 

через )ph , 1p , класс гармонических в    функций ),( ru  удовлетворяющих 

условию  

+=


)
10

)(sup
) pr

r
h

uu
p

, 

где )()( it

r reutu = . При )1,0( − p   имеют место вложения − ppp hhh ) , 1p .  

Справедлив следующий аналог теоремы Рисса.  

 Теорема 6.1.1. Для того, чтобы гармоническая в   функция ),( ru  была 

представлена интегралом Пуассона с )2,0() pLf  , 1p , необходимо и 

достаточно, чтобы )phu . При этом  

                                            
)1

)(lim)(
) pr

rh
uf

p

=
→

,  )phu .                                      (6.1.3) 

 Доказательство.  Необходимость. Пусть для гармонической в   

функции ),( ru  имеет место представление (6.1.2) с )2,0() pLf  . Ясно, что 

)1,0( − p  имеем )2,0( − pLf  и в результате справедливо  
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−

−
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−
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−
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2

0

2

0

1
2

0

),(),()(
2

1  

 
−−
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2

0

2

0

2

0

)(),()(
2

1
dssftddstsrPsf

pp . 

Отсюда следует 
))

)()(
ppr fu  , 10  r . Переходя здесь к пределу при 1→r  

получим 
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)

)()(lim
)1 phpr

r
fu 

→
.                                        (6.1.4) 

Достаточность. Пусть )phu . Для )1,0( − p  имеем − phu . Тогда ясно, 

что функция ),( ru  имеет представление (6.1.2), где )2,0()()( −

+ = pLtutf  - 

предельные значения ),( ru  при  1→r  по некасательным путям. Из леммы 

Фату следует, что справедливо соотношение   


−

→

−
+ 







2

0
1

2

0

)(lim)( dttudttu
p

r
r

p

. 

Имеем  

)
1

1

2

0
1

1

2

0

)(lim)(
2

lim)(
2 pr

r

p
p

r
r

pp

udttudttu 





























→

−
−

→

−−
+
















. 

В результате получаем  

                                             
)

1)
)(lim)(

pr
rp

uu 
→

+ .                                        (6.1.5)   

Из (6.1.4) и (6.1.5) следует (6.1.1). Теорема доказана.  

Определим пространство гранд Харди +

)pH , 1p , аналитических в    

функций f ,  удовлетворяющих условию 

+=


+ )
10

)(sup
) pr

r
H

ff
p

, )()( it

r reftf = .  

 Следующая теорема показывает, что норму в классе гранд Харди можно 

определить через нормы граничной функции. А именно имеет место первая 

часть Теоремы Рисса ([23], стр. 80). 

 Теорема 6.1.2. Всякая функция + )pHf , 1p , имеет почти всюду на   

граничные значения )(+f  по некасательным путям, )2,0() pLf +  и имеет 

место  

                                                   
)1)

)(lim)(
pr

rp
ff =

→

+ .                                            (6.1.6) 

 Доказательство. Возьмем )1,0( − p . Тогда +

− pHf , при  )1,0( − p . 

Поэтому, функция f  имеет почти всюду на   граничные значения )(+f  по 

некасательным путям, )2,0( −

+  pLf . По Теореме Рисса имеем   
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r
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,                                    (6.1.7) 

и  

                                                0)()(lim

2

0
1  =−

−
+

→




dttftf
p

r
r

.                                       (6.1.8) 

Следовательно,  
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p
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r
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→

−
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−→ 




 


.                            

Отсюда непосредственно следует  

                                                 
)1)

)(lim)(
pr

rp
ff 

→

+ .                                              (6.1.9) 

Установим обратное неравенство. Из неравенства  


−

+−








2

0

2

0

)()( dttfdttf
pp

r , )1,0(r , 

следует 
))

)()(
ppr ff  + . Отсюда, переходя к пределу при 1→r , получим 

                                                 
))1

)()(lim
ppr

r
ff  +

→
.                                            (6.1.10)                                    

Из соотношений (6.1.9) и (6.1.10) следует (6.1.6). Теорема доказана.  

 Вторая часть теоремы Рисса имеет место при дополнительном условии.  

 Теорема 6.1.3. Пусть + )pHf , 1p . Тогда соотношение  

                                                      0)()(lim
)1
=− +

→ p
r

r
ff                                       (6.1.11) 

выполняется в том и только в том случае, когда имеет место  

                                                  0)(lim

2

0
0  =

−
+

+→





 dttf

p

.                                           (6.1.12) 

 Доказательство. Пусть выполнено соотношение (6.1.11). Возьмем 

произвольные числа 0  и 10 − p . Тогда существует  )1,0(0 r  такое, что для 

r : 10  rr  имеет место  



208 
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p

p
r ff

1

) 22

1
)()( .                                            (6.1.13) 

Фиксируем r  и обозначим через    )(max)(
]2,0[

tfrM r


= .    Пусть 10 0 − p  

такое, что для любого  : 00    имеет место  

                                              



 

2
))(2( −prM .                                                   (6.1.14)             

Пользуясь неравенством Минковского, с учетом (6.1.13) и (6.1.14) получим   
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Следовательно, для любого  : 00     имеет место  







−

+

2

0

)( dttf
p

, 

т. е. выполняется (6.1.12).  

Обратно, пусть имеет место (6.1.12). Возьмем произвольное число 0 . 

Тогда из (6.1.12) непосредственно следует  

0)(
2

lim

1
2

0
0

=












 −−
+

+→ 




 

 pp

dttf . 

Поэтому, существует  0 : 10 0 − p , что для любого 00     имеем  

                                        
4

)(
2

1
2

0
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+


pp

dttf .                                    (6.1.15)      

Из 6.1.8 следует, что   

     0)()(lim

1
2

0
1

=













−

−−
+

→ 


 pp

r
r

dttftf .                                       

Следовательно, существует )1,0(0 r  такое, что для r : 10  rr  имеем 
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Таким образом  
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.          (6.1.17) 

Примем следующие обозначения  
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Сперва оценим ),( 01 rI . Используя неравенство Минковского, а также учитывая 

соотношение 
−

+−
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)()( dttfdttf
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r , получим 
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В результате согласно (6.1.16) имеем 
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dttfrI .                              (6.1.18) 

Оценим ),( 02 rI . Применив неравенство Гельдера с показателем 




−

−

p

p 0  и 

используя (6.1.21) для любого  : 0  получим 
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Следовательно  
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В результате, из (6.1.17), (6.1.18) и (6.1.19) для  0rr   получаем  




 =++− +

22
),(),()()( 0201

)
rIrIff

p
r

, 

т. е. имеет место (6.1.11). Теорема доказана.   

Имеет место аналог теоремы Смирнова ([23], стр. 83) в пространствах 

гранд Харди. 

Теорема 6.1.4. Пусть + )pHf , 1p . Тогда 

i) если Mef it + )(  почти всюду на ],[ − , то Mzf )( , z ; 

ii) если ),() −+

qLf , qp  , то + )qHf . 

Доказательство. Доказательство теоремы непосредственно следует из 

классической теоремы Смирнова и вложения +

−

++  ppp HHH ) , 1p , 10 − p . 

Теорема доказана. 

 В следующей теореме устанавливается формула Коши для функций 

класса гранд Харди.   

 Теорема 6.1.5.  

1) Если  + )pHf , + p1 , то имеет место формула Коши  

                                   







d
z

f

i
zf  −
=

+ )(

2

1
)( , z .                                     (6.1.20) 

2) Если )2,0() pLf + , + p1 , то функция f , определенная по формуле 

(6.1.20), принадлежит классу +

)pH .  

 Доказательство. Пусть + )pHf , 1p . Тогда по Теореме 6.1.2   имеет 

место )pLf + . Следовательно, −

+  pLf . Используя Теорему Рисса, получаем 

формулу Коши (6.1.20) ([8], стр. 174).  

 Обратно, )2,0() pLf + . Тогда −

+  pLf  и по Теореме 6.1.2 имеет место 

+

− pHf  . Тогда имеем представление (6.1.20). Применив неравенство Гельдера 

и используя соотношение  =−




2

0

2)( dstsPr , получим 
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Следовательно  
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Отсюда непосредственно следует 
))

)(2)(
ppr ff  + и тем самым справедливо  

))
10

)(2)(sup
ppr

r

ff  +



 . 

Теорема доказана. 

 

6.2. Разрешимость однородной задачи Римана в  

классах гранд Харди −+  )) pmp HH
 

 

  Пусть  1: == zCz  - единичная окружность   и  int= . Пусть функция 

)(zf  аналитична вне единичного круга   и имеет конечный порядок на 

бесконечно удаленной точке, т. е. Лорановское разложение )(zf  в окрестности 

бесконечно удаленной точки имеет вид   

k
m

k

k zazf 
−=

=)( , →z . 

Если правильная часть k

k

k zazf 
−

−=

=
1

0 )(  такая, что +







)0

1
pH

z
f , 1p , то будем 

говорить, что f  принадлежит классу −

)pm H , 1p . 

 Рассмотрим следующую однородную задачу Римана в классах −+  )) pmp HH :  

                                                 0)()()( =− −+  FGF ,   ,                                 (6.2.1)      
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где )(G  - заданная на   измеримая функция. Под решением задачи (6.2.1) 

понимается любая пара функций )(zF +  и )(zF − , принадлежащих классам +

)pH , 

1p , и −

)pm H , 1p ,  соответственно,  граничные значения )(F  на единичной 

окружности  , которых почти всюду удовлетворяют (6.2.1).  

 Введем в рассмотрение следующие кусочно-аналитические в \C  

функции  
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i
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4

exp)(2
, z , 

где )(arg)( iteGt = , ];[ −t . Положим  

)()()( 21 zzz = , z . 

Совершенно очевидно, что функция )(z  зависит от выбора аргумента )( . Её 

будем называть каноническим решением однородной задачи (6.2.1).  

Граничны значения функций )(zi  на    выражаются в виде ([12], стр. 

271)  
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, ],[ −t .                 (6.2.3) 

Отсюда следует, что  
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1 it
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Следовательно, 

 

)()(
)()(

)()(

)(

)( )(

21

21 ittiit

itit

itit

it

it

eGeeG
ee

ee

e

e
==




=




−−

++

−

+





  

или 

0)()()( =− −+   G , п. в.   , 
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т. е. функция )(z  удовлетворяет соотношению (6.2.1).  

 Относительно общего решения задачи Римана (6.2.1) справедлива 

 Теорема 6.2.1. Пусть коэффициент G  задачи Римана (6.2.1) 

удовлетворяет условиям:  

i) ),()(1 − 

 LeG it ; 

ii) )(t  - кусочно гельдерова на отрезке ],[ − , )()()( 10 ttt  += , где )(0 t  - 

непрерывная часть )(t , )(1 t  - функция скачков )(t  в точках разрыва 

 − rsss ......21 , т. е.  

0)(1 =− , 


=
kstk

kht
:

1 )( , ],( −t , 

где )0()0( −−+= kkk ssh  , rk ,1= . 

iii)  последовательность  r

kh
0
, )()(0  −−=h   удовлетворяет условию:  

                                                   
p

h

q

k 1

2

1
−


, rk ,0= .                                         (6.2.4) 

Тогда: 

)  при 0m  задача (6.2.1) имеет общее решение вида 

                                                    )()()( zPzzF k= ,                                               (6.2.5) 

где  )(zPk  - произвольный многочлен степени mk  ; 

)  при 0m  задача (6.2.1) имеет тривиальное решение 0)( =zF . 

 Доказательство. Пусть 0m  и  )(zF  является решением задачи (6.2.1). 

Рассмотрим следующую кусочно-аналитическую функцию  

)(

)(
)(

z

zF
z


= , z . 

Так как функция  )(z  не имеет нулей и полюсов  в \C , то функции )(z  и 

)(zF  имеют одинаковые порядки на бесконечности. Обозначим через )(z+  и 

)(z−  функцию )(z   внутри и вне  , соответственно. Выясним вопрос 

принадлежности функции )(z+  пространству +

1H . Известно ([12], стр. 273), 

что +  Hz)(1

2  при достаточно малом 0 .  Далее, используя неравенство 

Йенсена, получим 
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т. е. +  pHz)(1

1 , 0p . Поэтому в силу неравенства Гельдера получаем, что 

+   Hz)(1  при достаточно малом 0 . С другой стороны, из ++  ))( pHzF , 1p , 

следует, что +

−

+  pHzF )( , для )1,0( − p . Следовательно  

+−+++ =  HzzFz 1)]()[()(  

при достаточно малом 0 . Так как  

2

st
ictg

ee

ee
itis

itis −
=

−

+
, 

 то равенство (6.2.2) для )(1

ite   можно переписать в виде 
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Отсюда,  2

1

1 )()(


 = itit eGe . Значит  ),()]([ 1
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−− Le it . Положим   
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где  )()()0(

0  −−=h . По результатам работы [23] граничные значения )(2

ite−  

можно представить как )()()( 1

02 tutue it −− =  и  ),()(1

0 − 

 Ltu . Имеем 

==
−

−
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−
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−
1

2

1

1
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)()()( ititit eee           

                                  )()()()()()( 1

0
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1

1
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1 tutueGtutue itit −−
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− == .                                 (6.2.6) 

Поэтому   

                           )(~)()()(
111

tueeGe ititit
−

−
−−

+ =  , ],[ −t .                            

Из выражения  

1)]()[()( −−−− = ititit eeFe                                                    
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и  ),()( ) −−

p

it LeF  следует, что если ( )− −− ),()]([ )

1  p

it Le , то ),()( 1 − − Le it . 

Из (6.2.6) следует, что включение ( )− −− ),()]([ )

1  p

it Le  равносильно 

включению ( )− ),()( ) pLtu . В силу Следствия 6.1.1 включение 

( )− ),()( ) pLtu  выполняется в том и только в том случае, когда имеют место 

условия  

2

1 kh

q
− , rk ,0= . 

Таким образом, учитывая (6.2.4) получим ),()( 1 − − Le it . С другой стороны, 

для почти всех    имеем 

)()]()[()]()[()( 11  

−−−−−+++ === FF . 

Поэтому функция )(z  является многочленом )(zPk  степени mk  . 

Следовательно, если )(zF  решение задачи (6.2.1), то из формулы 

)()()( zzzF =   следует, что )(zF  можно представить  в виде   )()()( zPzzF k= , 

где   )(zPk  - многочлен степени mk  ,  а  при 0m  имеем 0)( =zF . 

Выясним условие, при котором функция )(zF , определенная по формуле 

(6.2.5), является решением задачи (6.2.1). Очевидно, что для функции )(zF  

выполняется равенство (6.2.1). Остается показать справедливость включений 

++  ))( pHzF , 1p , и −−  ))( pm HzF , 1p . Сначала покажем справедливости 

включения ++  ))( pHzF , 1p . Для этого по Теореме 6.1.4 достаточно показать   

++  1HF  и ),()( ) −+

p

it LeF , 1p . Так как  при достаточно малом 0  имеет 

место +   Hz)(1 , то из равенства (6.2.5) следует, что ++  HzF )( , при 

достаточно малом 0 . Из представления )()()( ititit eeGe −+ =   и равенства 

(6.2.6) получим  

                         )()()()()()()( 1

0
2

1

tutuePeGePeeF it

k

itit

k

itit −
−

++ == 
.                      (6.2.7) 

Отсюда следует, что включение ),()( 1 −+ LeF it  равносильно включению 

),()( 1

1 −− Ltu . Ясно, что включение ),()( 1

1 −− Ltu  имеет место в том и 
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только в том случае, когда  1
2




kh
, rk ,0= . Так как, по условиям теоремы эти 

неравенства выполняются, и значит, справедливо ),()( 1 −+ LeF it . Тогда по 

Теореме Смирнова ([23], стр. 23) имеем ++  1HF . Теперь покажем, что имеет 

место ),()( ) −+

p

it LeF . Из (6.2.7) вытекает, что включение ),()( ) −+

p

it LeF  

равносильно включению ),()( )

1 −−

pLtu . Используя Лемму 6.1.2, получаем, 

что включение ),()( )

1 −−

pLtu  равносильно выполнению условий  

p

hk 1

2



, rk ,0= . 

Поэтому из (6.2.7) следует, что  ),()( ) −+

p

it LeF , 1p . Таким образом, имеем 

++  ))( pHzF , 1p .  

Теперь покажем справедливость −−  ))( pm HzF , 1p . Пусть 0m . Тогда 

ясно, что функция )(zF −  имеет порядок mk   на бесконечности. Если )(0 zF −  - 

правильная часть разложения )(zF −  в окрестности бесконечности, то 

аналогично доказательству  ++  ))( pHzF   можно доказать, что  +−  )0 )
1

( pH
z

F , 1p , 

т. е. −−  ))( pm HzF , 1p . Пусть теперь 0m . Тогда )(zPk  должен быть нулевым 

многочленом. Теорема доказана.  

 

6.3. Разрешимость неоднородной задачи Римана в  

классах гранд Харди  −+  )) pmp HH
 

 

 Пусть )(G  и )(f  - заданные функции на единичной окружности 

 1: == zCz  такие, что )() pLf  ,  1p ,  )()(1  

  LG . 

Рассмотрим следующую неоднородную задачу Римана в классах 

−+  )) pmp HH :  

                                        )()()()(  fFGF =− −+ ,   .                                      (6.3.1)      
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Под решением задачи понимается любая пара функций )(zF +  и )(zF −  

принадлежащих классам +

)pH  и −

)pm H  соответственно,  граничные значения )(F  

на единичной окружности  , которых почти всюду удовлетворяют (6.3.1). При 

0)( =f  получаем соответствующую однородную задачу 

                                             0)()()( =− −+  FGF ,   ,                                     (6.3.2)      

−+−+  ))),( pmp HHFF . 

Пусть )(arg)( iteGt =  и )(z  - каноническое решение однородной задачи 

(6.3.2).  

В следующей теореме находится одно частное решение задачи (6.3.1).  

 Теорема 6.3.1. Пусть выполнены следующие условия:  

1) )()(1  

  LG , )(t  - кусочно гельдерова на отрезке ],[ − , 

)()()( 10 ttt  += , где )(0 t  - непрерывная часть )(t , )(1 t  -функция скачков )(t  

в точках разрыва  − rsss ......21 , т. е.  

0)(1 =− , 


=
kstk

kht
:

1 )( , ],( −t , 

где )0()0( −−+= kkk ssh  , rk ,1= , )()(0  −−=h . 

2) последовательность  r

kh
0
 удовлетворяет условию  

                                                     
p

h

q

k 1

2

1
−


, rk ,0= .                                       (6.3.3) 

 Тогда кусочно-аналитическая функция  

                                            −


=

−+



 





d

z

f

i

z
zF

1

1

)]()[(

2

)(
)( , z ,                        (6.3.4) 

является решением задачи (6.3.1) в классах гранд Харди −

−

+  )1) pp HH . 

 Доказательство. Учитывая (6.2.6), имеем 

                  )()()()()()( 1

0
2

1
111

tutueGeeGe itititit −
−−

−
−−

+ ==  .                       (6.3.5) 

Так как ),()(,)( 1

0
2

1

− 

−
−

LtueG it , то из (6.3.5) следует, что включение 

( )− −+ ),()]([ )

1  p

it Le  равносильно включению ( )− ),()( ) pLtu . В силу 
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Следствия 6.1.1 последнее условие выполняется в том и только в том случае, 

когда имеют место условия  

q

hk 1

2
−


, rk ,0= . 

Тогда в силу (6.3.3) получаем ( )− −+ ),()]([ )

1  p

it Le . Из ),()( ) − p

it Lef  и 

( )− −+ ),()]([ )

1  p

it Le   следует 

),()]()[( 1

1  − −+ Leef itit . 

Значит, + HzF )(2 , )1,0( , где  

 −


=

−+



 





d

z

f

i
zF

1

2

)]()[(

2

1
)( . 

Так как +   Hz)(1  при достаточно малом 0 , то из неравенства Гельдера 

следует, что + HzF )(1   при достаточно малом 0 . Из формул Сохоцкого-

Племеля следует  

                       














−


+= 

−+

−+




 






 d

f

i
fF

1

1

1

)]()[(

2

1
)]()[(

2

1
)()( ,                  (6.3.6) 

для почти всех   . Следовательно 

)(

)(

)(

)(

)(

)( 11















+−

−

+

+


=


−



fFF
,  

или  

)()()()( 11  fFGF =− −+ , 

для почти всех   , т.е )(1 zF  удовлетворяет почти всюду на   уравнению 

(6.3.1). Покажем, что + )1 )( pHzF , 1p . Для этого сначала установим 

)()( )1  pLF + . Представим (6.3.6) в виде  

                        







+= −+−+ ))()]()[(()]()[(

2

1
)()( 11

1   fSfF .                  (6.3.7) 

Из (6.3.7) получаем  

))()]()[(()()(
2

1
)( 1

1  
−+++ += fSfF . 



219 

 

Поскольку )()( )  pLf  , 1p , из последнего равенства следует )()( )1  pLF + , 

1p , если )()( ) 


 pL
f

S 
















+

+ , 1p . Пусть  


=

−−

−−=
r

k

h

k

h
k

sttt
1

2222
0

)(  , ],[ −t . 

Из (6.3.5) следует )(~)( te it 
+ , ],[ −t . Поэтому принадлежность  

)()( ) 


 pL
f

S 
















+

+  равносильно принадлежности ),()()( ) 


  −







p

it Le
f

St . 

Согласно условию (6.3.3) )1,0(0 − p :  

                                                   
p

h

p

k 1

2

1
1

0


−

+−


, rk ,0= .                                        

Отсюда получаем 

                               
 −


−

+−
p

h

p

k 1

2

1
1 , rk ,0= , ],0[ 0  .                           (6.3.8)                          

Согласно (6.3.8) весовая функция )(t  принадлежит классу Макенхоупта 

),(  −−pA , ],0[ 0  . Следовательно,  ( )1−  fS  ограничен в пространстве 

),(  −−pL , ],0[ 0  . По Теореме Рисса-Торина ([108], стр. 316) имеем 

                                 


−−
−

− 
pp

p
fcfgS )( 1 , ],0[ 0                                       (6.3.9) 

и  )()(1

0



 ppp ccc −

−−  , где 
)(

)(
0

0






−

−
=

p
.  Примем следующие обозначения  







 




−

−
−











=

pL

p

fSI )(
2

sup)( 1

1

0
01

0

, 







 




−

−
−

−









=

pL

p

p

fSI )(
2

sup)( 1

1

1
02

0

. 

 Сначала оценим )( 01 I . Используя (6.3.9), получаем   

=
















=

−−

−
−



−
−




























pp L

p

L

p

fcfSI 1

1

0
0

1

1

0
01

2
sup)()(

2
sup)(

00

 

+=
















= −−

−

−

−



)

0

)(
2

sup)(
2

sup)( 0

1

10
0

1

0
0 ppp LL

p

p
L

p

fcfcfc 








 









,  
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где 


 −


= pcc
00

0 sup)( . Теперь оценим )( 02 I . Для  : 10 − p  имеем 

0 −− pp . Поэтому в силу неравенства Гельдера имеем 

( ) ))(( 0

0

0

2 




 −−

−

−−
 pp

pp
ff .  

Таким образом  

( ) =







 −−

−

−

−
−

−

))((
1

1

1
02 0

0

0
0

2)(
2

sup)( 













 pp

p

p

p

fSI  

=
−

−−

−

−
−






 
,

1

1

1

1

0
0

0 )(sup2
p

p

p

p
fS  

+−=
−−

−
−

−

−−

−
−

−
−

00

0

0
0

0

0 )1(2sup2

1

,

1

1

1

1












 
pp

p

p

p

p
p

p
fpcfc . 

Следовательно  

++







=

−

−
−

−

− )()()(
2

sup)( 0202

1

1

10
)

1 










 IIfSfS

p

p

p
p

, 

т. е. ),())(( )

1   −−

pLfS  и тем самым ),()( )1  −+

pLF , 1p . Из 

),(),()   −− −pp LL , 10 − p , следует, что функцию )(1 zF +  можно 

представить по формуле Коши  









d
z

F

i
zF  −
=

+ )(

2

1
)( 1

1 . 

Следовательно, по Теореме 6.1.5 получаем + )1 )( pHzF , 1p .  

Далее, очевидно, что 0)(lim 1 =
→

zF
z

. Поэтому Лорановское разложение )(1 zF  

в окрестности бесконечно удаленной точки имеет следующий вид  


−=

=
m

k

k

k zazF )(1 , 1−m . 

Аналогично доказательству включения + )1 )( pHzF , 1p ,  доказывается, что 

+







)1

1
pH

z
F , 1p . Таким образом, −

−

+−+  )1)11 ),( pp HHFF , 1p , и значит,  )(1 zF +  

является решением задачи (6.3.1) в −

−

+  )1) pp HH . Теорема доказана.  
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 Теперь найдем общее решение неоднородной задачи (6.3.1) в классах 

−+  )) pmp HH , 1p . Имеет место следующая 

 Теорема 6.3.2. Пусть выполнены условия теоремы 6.3.1.  

 Тогда в классе −+  )) pmp HH , 1p , имеет место: 

)  при 1−m  задача (6.3.1) имеет общее решение вида 

                                         )()()()( 1 zFzPzzF k +=  ,                                             (6.3.10) 

где   )(zPk  - многочлен степени mk   (при 1−=m , 0)( =zPk ) и  )(1 zF  - функция, 

определенная по формуле (6.3.4).  

)  при 1−m  задача (6.3.1) разрешима тогда и только тогда, когда 

правая часть ),()( )  − pLf , 1p , удовлетворяет условию ортогональности  

                                             
−

+
=





 

0
)(

)(
dte

e

ef ikt

it

it

, 1,1 −−= mk ,                                (6.3.11) 

при этом задача (6.3.1) имеет единственное решение )()( 1 zFzF = .  

 Доказательство. Ясно, что если )(0 zF  - общее решение однородной 

задачи (6.3.2) и )(1 zF  частное решение задачи (6.3.1) в −+  )) pmp HH , 1p ,  то общее 

решение задачи (6.3.1) в −+  )) pmp HH  , 1p , представляется в в виде  

)()()( 10 zFzFzF += . 

 Рассмотрим сперва случай 1−m . По Теореме 6.2.1  общее решение 

однородной задачи (6.3.2) в классе −+  )) pmp HH , 1p , имеет вид )()()(0 zPzzF k= , 

где а  )(zPk  - многочлен степени mk   (при 1−=m , 0)( =zPk ). Очевидно, что в 

силу Теоремы 6.3.1 функция )(1 zF  является частным решением задачи (6.3.2) в 

классе −+  )) pmp HH , 1p .  

Пусть теперь 1−m . В этом случае по Теореме 6.2.1 однородная задача 

(6.3.2) имеет только нулевое решение 0)(0 =zF . Из доказательства Теоремы 6.3.1 

следует, что )(1 zF  удовлетворяет почти всюду на   уравнению (6.3.1) и 

+ )1 )( pHzF , 1p .  Выясним условие включения −− )1 pm HF . Ясно, что −− )1 pm HF  
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справедливо в том и в том случае, когда )(1 zF  в окрестности бесконечно 

удаленной точки имеет Лорановское разложение вида  

                                        
−=

=
m

k

k

k zazF )(1
, 1−m .                                      (6.3.12)      

Найдем Лорановское разложение  )(1 zF  в окрестности бесконечно удаленной 

точки 

=
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−


=  

−

−
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=
+

−

+



 





 




dtze

e
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=

+
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efz k
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−

−= −

−

+

k

k

ikt

it

it

zdte
e

ef
z

1

)(

)(

2

1
)(



 




 

)()()(
1

zKzzcz
k

k

k  == 
−

−=

. 

Так как 0)(lim 1 

→
z

z
 , то в силу единственности разложения из (6.3.12) и (6.3.12) 

следует, что  


−=

−

−=

==
m

k

k

k

k

k

k zczczK
1

)( , 

т. е. 0
)(

)(

2

1
=


−= 

−

−

+






dte
e

ef
c ikt

it

it

k , 1;...;1 −+= mk . Следовательно, выполнение 

условий (6.3.11) необходимо и достаточно, чтобы )(1 zF  была общим решением 

задачи (6.3.2) в классе −+  )) pmp HH , 1p . Теорема доказана.  

   

6.4. Приложения к базисности возмущенной системы экспонент в 

пространствах гранд Лебега 

 

Обозначим через ),() −+

pL  подпространство ),() −pL , порожденное 

сужениями функций из +

)pH . Из Теоремы единственности и Теоремы 6.1.5 

следует, что оператор ),(: )) −→ ++

+ pp LHJ , определенный по формуле 
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)()(  +

+ = ffJ ,   , осуществляет изоморфизм пространств ),() −+

pL  и +

)pH . 

Положим  

),(),(),( )))  −−=− ++

ppp LGG . 

Ясно, что ),() −+

pG  является подпространством пространства ),() −+

pL . 

Положим )( )

1

)

+−

+

+ = pp GJGH . Пусть теперь ),() −−

pm L  подпространство ),() −pL , 

порожденное сужениями функций из −

)pm H . Обозначим через 

),(),(),( )))  −−=− −−

pmppm LGG  и )),(( )

1

) −= −−

−

−

pmpm GJGH , 

где изоморфизм ),(: )) −→ −−

− pmpm LHJ  определяется по формуле )()(  −

− = ffJ , 

  . 

Рассмотрим следующую неоднородную задачу Римана в классах 

−+  )) pmp GHGH :  

                                           )()()()(  fFGF =− −+ ,   ,                                   (6.4.1)      

где )(G  и )(f  - заданные функции на единичной окружности   .   

Пусть +→− R],[:   - некоторая весовая функция. Обозначим через   

 ),(:),(),( )),),   −−=− ppp GfLfG .  

Очевидно, что оператор ),()(: ))  −→ pp LLT , определенный по формуле 

)()( iteftTf = , ],[ −t , является изоморфизмом. Пусть )() pG  и  )(), pG  образы 

при отображении 1−T  пространств ),() −pG  и ),(),  −pG , соответственно. Для 

изучения вопроса разрешимости задачи (6.4.1) в классах −+  )) pmp GHGH  нам 

понадобится ограниченность в )(), pG  сингулярного оператора S .  

Имеет место следующая 

Лемма 6.4.1. Пусть весовая функция   принадлежит классу 

Макенхоупта ),( −pA .  Тогда S  ограниченно действует в )(), pG , 1p . 

Доказательство.  Возьмем  0  и )(), pGf  . Тогда существует  

)(, pLg   такой, что  

                                                         

−

),p
gf .                                               (6.4.2) 
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В силу ограниченности оператора S  в )(), pL , 1p , из (6.4.2) получим  

                                     SgfSgSfS
pp

−=−
),),

)()()( .                           (6.4.3) 

Так как оператор S  также ограничен в )(, pL , то )()( ,  pLgS  . Следовательно, 

согласно (6.4.3) получаем, что )()( ),  pGfS  . Лемма доказана.  

Теперь изучим вопрос разрешимости задачи (6.4.1).  

Имеет место следующая 

Теорема 6.4.1. Пусть коэффициент задачи (6.4.1) удовлетворяет 

условиям теоремы 6.3.2, и )() pGf  . Тогда о разрешимости задачи (6.4.1) в 

классах −+  )) pmp GHGH , 1p , справедливы следующие утверждения: 

)  при 1−m  задача (6.4.1) имеет общее решение вида 

)()()()( 1 zFzPzzF k +=  ,                                              

где  )(z - каноническое решение соответствующей однородной, а  )(zPk  - 

многочлен степени mk   ( 0)(1 − zP ) и  )(1 zF  - функция, определенная по формуле 

(6.3.4). 

)  при 1−m  задача (6.4.1) разрешима тогда и только тогда, когда 

функция )(f , 1p , удовлетворяет условию ортогональности (6.3.11). При 

этом задача (6.4.1) имеет единственное решение )()( 1 zFzF = . 

Доказательство. Используя Теорему 6.3.2  получаем, что задача  (6.4.1) 

разрешима в классах −+  )) pmp HH , 1p , и имеют место утверждения )  и ) . 

Покажем справедливость включений ),()1 − ++

pGF  и ),()1 − −−

pm GF . С 

помощью известных преобразований граничные значения функции )(1 zF  

выражаются в виде 

                







+= −+−+ ))()]()[(()]()[(

2

1
)()( 11

1   fSfF , п. в.    .        (6.4.4) 

Сначала проверим принадлежность ),()1 − ++

pGF . Поскольку + )1 pHF , то 

достаточно показать справедливость включения  ),()1 −+

pGF . Из (6.4.3) 

получаем  
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))()]()[(()()(
2

1
)( 1

1  
−+++ += fSfF , п. в.    .      

Отсюда следует, что ),()1 −+

pGF , если ),()][( )

1  − −++

pGfS . Из 

результатов [23] следует, что  


=

−−
+ −−=

r

k

h

k

h

it
k

sttte
1

2222
0

)(~)( 
  , ],[ −t . 

Таким образом, включение ),()][( )

1  − −++

pGfS  равносильно включению 

),())(()( )

1   −−

p

it GefSt . Из условия 2) Теоремы 6.3.1 следует, что  

                                       )1,0(0 − p :  − pA , 00   .                                 (6.4.5) 

Так как сингулярный оператор S   ограничен в весовом пространстве ),(,  −pL

и ),(),  −pL  в том и только в том случае, когда  ),(  − pA , из  (6.4.5) следует, 

что )( , − pLLS , 00   . Следовательно, из ),(),

1   −−

pGf  по Лемме 6.4.1 

вытекает, что ),()( ),

1   −−

pGfS , и значит, ),()( )

1   −−

pGfS . Аналогично 

показывается включение ),()1 − −−

pm GF . Теорема доказана.  

 Теперь рассмотрим вопрос базисности в ),() −pG  возмущенной системы 

экспонент вида  

                                                          Zn

tsignnnieE 

−= )( 

 ,                                         (6.4.6) 

где   - некоторый комплексный параметр. Представим систему (6.4.6) в виде 

следующей двойной системы 

 
NkZnkn xxE



−+

+
=

,
; , tni

n ex )( − = . 

 В следующей теореме изучается базисность систем  
+Zne int и   Nne 

− int  в 

),() −+

pG .  

Теорема 6.4.2.  Система экспонент  
+Zne int  образует базис в 

пространстве ),() −+

pG , + p1 . 

Доказательство.  Возьмем произвольную функцию ),() − +

pGf . В силу 

базисности   Zne 

int  в ),() −pG  функция f  имеет в ),() −pG  разложение  
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                                                    int)( eatf
n

n
+

−=

= .                                         (6.4.7) 

Из ),() − +

pGf , следует, что разложение (6.4.7) имеет место в пространстве 

),(  −−pL  при любом )1,0( − p . Поэтому 0=na  при 0n , и значит, 

разложение (6.4.7) имеет вид  

int

0

)( eatf
n

n
+

=

= . 

Единственность такого разложения следует из существования биортогональной 

системы к   Zne 

int  в ),() −pG . Следовательно, произвольная функция 

),() − +

pGf  однозначно разлагается в ряд по системе  
+Zne int , т. е. система 

 
+Zne int  образует базис в пространстве ),() −+

pG . Теорема доказана.  

 Аналогично доказывается следующая  

Теорема 6.4.3.  Система экспонент   Nne 

− int  образует базис в 

пространстве ),() −−

pG , + p1 . 

Перейдем к изучению базисных свойств системы (6.4.6). Нам 

понадобится следующая  

 Лемма 6.4.2 ([12]). Пусть имеет место неравенство 
2

1
Re  . Положим  

ikt
n

k

kit
ti

n eCe
e

th −

=

−

−

+ +=
0

2

2)1(
2

)( 





, + Zn , 

ikt
n

k

kit
ti

n eCe
e

th −

=

−

−

− +=
1

2

2)1(
2

)( 





, Nn , 

где 2)1( −

−+ite  - некоторая однозначная ветвь многозначной функции 2)1( −+ite  и 

!

)1).....(2)(1(

k

knnnn
C k

n

+−−−
=  - биномиальные коэффициенты. Тогда выполняются 

следующие равенства 

nkknkn hxhx == −

+

−

+

++ ),(),( 11 , 

0),(),( 1 == −

+

++−

+ knkn hxhx , 
+ Zkn, , 

и 
−

=





dttytxyx )()(),( . 
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 В следующем утверждении устанавливается минимальность системы 

(6.4.6) в ),() −pL .  

Теорема 6.4.4.  Пусть имеет место неравенство  

                                             1
1

Re21 +−−
p

 .                                        (6.4.8)                     

Тогда система E  минимальна в пространстве ),() −pL , + p1 . 

Доказательство.  Из Леммы 6.4.2 следует, что если имеет место 

включение   ( )*
),

),(; −


−+

+
pNkZnkn Lhh , то система  

NkZnkn hh


−+

+ ,
;  является 

биортогональной к   
NkZnkn xxE



−+

+
=

,
; .  Из  









++
−

−=+ − )2
22

sin2(ln2exp)1( 2 ki
t

i
t

e it 


 , Zk  , 

следует, что  




Re2

2
sin~)(

−

 − t
thn

, ],[ −t .  

Поэтому, в силу Следствия 6.1.1, включение   ( )*
),

),(; −


−+

+
pNkZnkn Lhh  

выполняется в том и только в том случае, когда 1
1

Re2 +−
p

 . Таким образом, 

согласно неравенству (6.4.8), система E  имеет в ( )*
) ),( −pL  сопряженную 

систему  
NkZnkn hh



−+

+ ,
; , и значит, минимальна в ),() −pL . Теорема доказана.  

 Теперь докажем основную теорему о базисности системы (6.4.6) в 

пространстве ),() −pG . Будем использовать схему приведенную в [12]. 

Теорема 6.4.5.  Пусть Z
p
+

1
Re2  , + p1 . Тогда система E  

образует базис в ),() −pG , тогда и только тогда, когда 0
1

Re2 =







+

p
 . 

 Дефект E  равен 







+=

p
Ed

1
Re2)(  , а именно: при 0)( Ed  система E  

не полна, но минимальна в ),() −pG ; при 0)( Ed  система E  полна, но не 

минимальна в ),() −pG . 
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Доказательство. Возьмем произвольную функцию ),() − pGf . 

Рассмотрим следующую неоднородную задачу Римана в классе  −

−

+  )1) pp GHGH   

                          )()()( 2 tfeeFeeF tiittiit  =− −+ , п.в.  ],[ −t .                (6.4.9) 

Имеем tietG 2)( =   и tet ti   Re2arg)( 2 == . Функция tt  Re2)( =

 
не имеет точек 

разрыва на  ],[ −  и   Re4)()(0 −=−−=h .  При условии  

  1
1

Re20 +
p

    

или 1
1

Re2
1

+−−
pp


 
и согласно Теореме 6.4.1, в классе −

−

+  )1) pp GHGH   задача  

(6.4.8) имеет единственное решение, которое представимо в виде интеграла 

типа Коши  

dttK
e

tfez
zF zit

ti

)(
)(

)(

2

)(
)(1 

−

+


=








, z , 

где )(z  - каноническое решение соответствующей однородной задачи и 

ze

e
tK

it

it

z
−

=)( . Тогда ),()( )1 − ++

p

it GeF  и ),()( )1 − −

−

−

p

it GeF . В силу Теорем 6.4.2 

и 6.4.3 функции )(1

iteF   имеют следующие однозначные разложения  

int

0

1 )( eaeF
n

n

it 


=

++ = , 

int

1

1 )( −


=

−− = eaeF
n

n

it . 

Учитывая эти разложения в (6.4.9), получим разложение функции f  по системе 

E  в ),() −pG . Это разложение единственно, ибо система E  минимальна в 

),() −pL . Таким образом, система E  является базисом в ),() −pG .  

 Обратно, пусть 0
1

Re2 







+

p
 . Рассмотрим сперва случай 

0
1

Re21 +−
p

 . Имеем 1
1

)
2

1
(Re2

1
+−+−

pp
 . Тогда согласно выше 

доказанному система 
2

1
+

E  образует базис в ),() −pG . Совершим следующее 

преобразование  
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 Eeeeeeeeeeeee

t
i
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NkZn

iktti
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tniti
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2
,,1

int2

,

2)1(2 ;; . 

Отсюда следует, что система −

E  образует базис в ),() −pG . Следовательно, из 

соотношения 

  



 EeE ti = +−− )1( , 

получаем, что система E  не полна, но минимальна в ),() −pG , причем дефект 

системы E  равен 1. Совершенно аналогично предыдущему случаю получаем, 

что  если для некоторого Nn 0  имеет место 1
1

Re2 00 +−+− n
p

n  , то система 

E  не полна, но минимальна в ),() −pG и ее дефект равен 0n . 

 Пусть теперь выполнено неравенство 2
1

Re21 +
p

 . Тогда имеет место 

неравенство 1
1

)
2

1
(Re2

1
+−−−

pp
 . Следовательно, система 

2

1
−

E  образует 

базис в ),() −pG . Аналогично вышепоказанным равенствам, получаем, что  

  +
−



−−
−

−
== 




EeeeeeeE

t
i

Nkn

ikttiti

t
i

2
,

int2

2

1 ; . 

Тогда система +

E  образует базис в ),() −pG . Ясно, что  

  +− = 



 EeE ti . 

 Следовательно, система  E  полна, но не минимальна в ),() −pG . Значит, 

дефект системы E  равен 1. Продолжив аналогичное рассуждение 

устанавливаем, что если имеет место неравенство 1
1

Re2 00 ++ n
p

n  , при 

некотором Nn 0 , то а система  E  полна, но не минимальна в ),() −pG  и ее 

дефект равен 0n . Теорема доказана.  
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Выводы 

 

Диссертационная работа посвящена изучению бесселевых, гильбертовых 

последовательностей, базисов Рисса и фреймов в гильбертовых и в банаховых 

пространствах относительно пространств последовательностей векторов при 

билинейных отображениях, получению аналогов теорем Рисса и Пэли в 

пространствах Лебега со смешанной нормой и в пространствах Лебега с 

переменным показателем суммируемости, установлению базисности  

классических системы экспонент и тригонометрических систем синусов и 

косинусов в подпространствах 
)pG  гранд Лебега, порожденные оператором 

сдвига, получение аналогов теорем Коровкина и их статистических вариантов в 

пространствах )pG , установлению базисности системы из собственных 

функций одной разрывной спектральной задачи для дифференциального 

уравнения второго порядка в )pG  и в их весовых вариантах с весом общего 

вида, определению классов гранд Харди, установление аналогов некоторых 

классических фактов и изучение вопросов разрешимости краевых задач Римана 

в классах гранд Харди, а также установлению базисных свойств возмущенной 

системы экспонент в подпространствах )pG
 
пространствах гранд Лебега. 

Основные результаты диссертации состоят в следующем:  

1. введены понятия b -бесселевых, b -гильбертовых последовательностей, b -

базисов Рисса и b -фреймов в гильбертовых и в банаховых пространствах 

относительно банаховых пространств последовательностей векторов, 

обобщающие классические понятия  и изучены их характеризации;  

2. введены понятия несчетных бесселевых и гильбертовых систем в 

несепарабельных банаховых пространствах и доказаны аналоги классических 

результатов в этом случае, а также приведены соответствующие примеры; 

3.  получены обобщения теорем возмущения и устойчивости базисов и 

фреймов относительно b -базисов и b -фреймов в гильбертовых и в банаховых 

пространствах; 
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4. найдены аналоги теорем Рисса и Пэли в пространствах Лебега со 

смешанной нормой и в пространствах Лебега с переменным показателем 

суммируемости; 

5.  установлено существование и единственность обобщенного решения 

смешанной задачи для одного класса дифференциальных уравнений третьего 

порядка в пространстве qq

TppB

2
,

2
1

,,

+

 ( pq,  - сопряженные числа),  2p ;  

6. доказаны базисности классических системы экспонент и 

тригонометрических систем синусов и косинусов в подпространствах 
)pG  гранд 

Лебега, порожденные оператором сдвига; 

7. доказана базисность системы собственных функций дифференциального 

оператора одной разрывной спектральной задачи в прямой сумме пространств 

CG p ) , где С – комплексная плоскость;  

8. доказана ограниченность сингулярного оператора в весовом пространстве 

),pG  в случае, когда весовая функция удовлетворяет условию Макенхоупта; 

9. доказана базисность системы собственных функций одной разрывной 

спектральной задачи для дифференциального уравнения второго порядка в 

весовом пространстве ),pG  с весом общего вида;
 
 

10. определены классы гранд Харди )pH , установлены аналоги теорем 

Рисса, Смирнова и изучены вопросы разрешимости краевых задач Римана в 

классах гранд Харди; 

11. полученные результаты применены к установлению базисности 

системы экспонент с линейной фазой в подпространствах гранд Лебега )pG . 
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